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1. Schlömilch, sur les derivces des fonctions. l 


1. 


Theoremes generaux sur les derivees d’un ordre 
quelconque de certaines fonetions tres generales. 


(Par Mr. ©. Schlömileh, docteur es-sciences et lecteur des math@matiques 
a l’universit@E de Jena.) 





VO. s’est beaucoup occupe du calcul des derivees successives des fonctions 
d’une seule variable, mais jusqu’ici on n’est parvenu ä embrasser sous un seul 
point de vue les r6sultats heterogenes du caleul. Ayant trouve quelques theo- 
remes yeneraux sur les derivees successives de quelques fonctions, je prends 
la permission de les presenter ici, pour remplir par la une lacune du calecul 
differentiel. 


I. 
Soit f(y) une fonction, dont les derivees successives f'(y),. f'(y). 
f''(y) etc. peuvent eire developpees par les methodes ordinaires; soit de 


plus A une quantit& arbitraire et constante, je dis, que l’on pourra exprimer 


d" (‚rt u. u Jun, : 
Erz — D"f(x*) au moyen des quantiles f’(y), f”(y) elc., en y substi- 


tuant z* au lieu de y. En eflet, par des differentiations successives on par- 
viendra aisement aux e&quations suivantes : 
Df(«) Emm ef (a), 
D’ fa) = 11) far) +Ra*f" (ei), 
D’fa) = AVANT (a) + RAR" (a) HER" (a) 
eic. 


I suit de la que la derivee D’f(x’) aura la forme 


D’f(a}) = Aa” f' (2) 4 4,2” f" (a) 4,29" f" (a) - 


- 


n 


£ 4 A, N), 
ou bien celle-ci: 


D 2x 1 r j a } , .f(n) 
1. D’f(«‘) Aa er) Aal" wi) rear (at, 
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1. Schlomilch, sur les derivees des fonctions. 


en designant par 
n n n 


n 
fi . . 
A,. A, A;, . . . “ 4A, } — 


cerlains co6fliecients dont la loi de formation sera a determiner. 


On y parvient sans peine, en observant, que ces coöfficients ne de- 
pendent que des nombres 4, n et de l’indice, quelle que soit Ja.nature de la 
lonetion f. Supposons donc que la fonclion fiy) soit developpable en serie 
convergenle, ordonnee suivant les puissances ascendantes de la variable y, 
on aura 

. IN E „' 
2. fYy) = W+ay+ayY ta y’+..-- 
Gela donne, en differentiant » fois de suile 
Au 17 Zul 1? ZZ 
(prDpp—1 
nn; „ai 23 Re Te r 
(PA 2)(p | I)p 43 d,42) 


) 

/ 

r 

) ..“ 
2 

el en posant, pour abreger 


3. ulu—1)(u—?). - (u—m+1) = [u]: 
ir 'y)=- - [pla,- x I» - I la,..y- is [+ 2Ja,..y’- 
par consequent 
P p p R 
4. Ya) = [rl, + Ir+ 1] + [pP +2] 


D’un autre cöle nous aurons en vertu de l’equation (2.): 





% ch en 2A | ai 
fe) = tar +" +gE" 4... 
par des differentiations n fois repelees: 
n f£? “A\ WE . 22 R 
D’fa)=— — {[2]a,a* 1122]a, 2% 4 [372]a, 2% 40... 


Substituant maintenant dans l’equation (1.) cette valeur particuliere de 
D' f(x’), et ce que donne la formule (4.) pour p=1,?,....n, nous aurons 


(2]a, x" [2#]a.a®- [3 'i]a, a as 

= RW = {Lı]a, +12]a,*- -131a2*- et 
LA, u I12]@ 4 [310,0 > [4]a,2® + De 
A,a’" ii a a, Haan 115]4,2% +... -} 

















1. Schlümilch, sur les derivees des functions. 3 


En egalant entre eux les coöfficients des puissances egales de x’, et en se 


m 
rappelant du sens du signe [«], on aura sans peine les &qualions 

















2] n 

U Aa 

a) . i2,3 

er FRA 

a n 

123 RrArTATs, 

BEE... 0 0 
1.2.3.4 1-2 3dı rt 773 A. - 74 4;. 

[mai _ wi 1 Br. a f 
u en 12. a n4 1-2... (n— nd: | N A,{M- A, 


Ces equalions, dont le nombre est n, suffisent pour determiner les n 
ıneonnues 


n 
A,. A,. ..-an a, 


n 
et en eliminant on trouvera que le coöflicient A, est donne par la formule 


R) n 1 R P n i $ n - a. n ' 
. 4, = 7 lH mKr—1)4 rP kp —DA— ....;| 
en designant par P,, Pa, P, elc. les co6ffieients 


p pp—-2D pop—-Vr—2 „. 
Kr, 28 ° Be. 








Comme suivant cette notalion on a 


lu] = 1-.2-3----n-u,. 


on pourra aussi €crire: 


n 1-2... , a a ; r 
6 19.5 (023) — Pl P NA, +PplP-dM).— 


donc, en vertu des valeurs de A,, A,, .... A, determinees par cette formule. 
on aura generalement cette l’expression tres simple: 


n 


»n } 1 | Pf; , 21 fr r ee n “n Int 
7 D f(«*) — = A,’ f' (a) + A,w if" (a) Zu A,x 7 ARE: Y. 
1 * 
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4 1. Schlömilch, sur les derivees des fonctions. 


I. 


Les expressions du paragraphe precedent contiennent comme cas parli- 
culiers toutes les formules demontrees jusqu’ici pour les derivees successives 
des fonctions algebriques. Pour faire voir cela, je vais developper quelques 
uns des rösultats qu’on peut tirer des formules (5.) et (6.). 


1) Supposons f(y)== (a-+y)“: alors la formule (6.) donne 








D’(a- 2. (a+4 ey A ve : 2 
(az) = = u. ee )+u(u— 1) A, (u ——,) here 2 
ou bien, si nous posons 
7. E = 1 np), —PlpP-DI.+PlP- MI. —}, 
et par consequent 
n 1 n 
Ad, = 2 Er: 


le resultat prendra la forme 
n cr)" — (a+.r*)“ -i Kr s (ai zı y „be Zu r ( x’ ) A 
8. D’(a-+ u u, EB, ra LE, “m un U, E, a |: 
resultat general et elegant. 
2) U y a plusieurs cas particuliers pour A, ou la serie (6.), qui sert 


a la determination de A peut eire sommee. Ces valeurs parliculieres sont 





p» 
»— —1I, A=2 et A—=4. Par un calcul facile on trouvera ce qui suit. 
Il. Pur = —1: 
n 48% 1-2. (n—1) 
A, unatnı (—1) ze). Er — (—1} 1:2.» mrgeruck 


par consequent 


D’r(,)= — r rl RAR s. rG Haard)+- 


sur r Bryan ie (zZ). 








et en renversant l’ordre des termes: 


1" Drf( )=f" (-)+° fe n(2 ) TE Kar) Na pn) (+) Ei 
ER. 1 (m —1 (a2. 321mm en ( ä 











m 


KL 


art 











1. Schlomilch, sur les derivees des fonctions. 5 


ll. Pour A=?2 ona 











n 1-20 ER 
4, 1-2 ni Sand 
el 
i 2 1:2.... 7 1._ı 5) \2 my 5) ! _ m 
n ne) ER + au Re DER (> \+ —-. ..% 
De) = AL ÄITTZLET@)- 


n—1), 2 ou “ 
..... (Ipyı7foa-Dd(2) L Nero’) 
Pen / [ u a Eee / /k> 


et en renversant l’ordre des termes: 
D’f(@) — 
x)" f” (x*) -H n (n— l )ı (ENTF IE?) u n (n— | ) £ (n—)), (I:r)" pn 2 x? ) 





ou ce qui est le meme: 
10. D' f(«°) u 
(2ae)" fi (ar) HINg( 2a, gr ) 4 3.4. n, 7) u a 


| \n—6 f(n—3)/ 22 
abe f* “ ER 


En supposant par exemple f{y) = (1—y)””;, et en mettant n— I au 
lieu de n, on tirera de ce theoreme la belle formule suivante de Mr. Jacobi: 


an —1)"711-.3-.5----(In—1) . 
D1—ı)T — ra 2 er ) sin{nare cos rd). 





II. Pour =} on trouve 


n = 1-2... (n—1) (2n —p —1)n-ı 
n—p . 
4, . ( 1) 1-2... -(p—1) ep ’ 


n 


et par les valeurs de A,, A,, .... determinees par cette formule: 














D" f(=*) = - IAatf' (ar) + Auf" (ai) - NDR: LA, ri fat), 
En renversant l’ordre des termes on aura 
n en MN (rt) ri) 
D flat) = —- A, fr (et) 1A, [ nern +4, & te 
La forme des coöfficients est la suivante: 
ze “a—1) (tg —dn-ı 
d,-, en di E 3- Be In+y 








Da )a—y-41)----(n—1)- ei 


(1)? n+9-Da+9-I(n—N), 
In 2.4.6... (20) : 











h 1. Schlomilch, sur les derivces des fonctions. 


done nous avons l’expression egalement remarquable: 





'(n) 4 En (v—1)/ 4 
1. Dyay— LIT) nz 


in In 
2% >) Rt Se I) 


a4) Yan—2) UP (lat) ' 





a — — 


| 2.4 PCC 5 





11. 
Par un calcul analogue a celui de la premiere partie, on trouvera aise- 
ment. que les derivees successives de la fonclion f{e“) peuvent dire exprimees 
au moyen des derivees f(y), f”(y) ete. en y mellant e“ au lieu de y. En 
effet. on a par des differentialions conseeulives: 
mit) = ef ie"), 
D’ffe) = ef(e)+ e"f(e). 
D’f(e‘) = ef (e)+3e"f"(e*) 4 e [” (e‘ 


elc. 


’ 


et eeneralement 


D"f(e“) A,e“f'(e“) + A,e’“ f"(e) eo - A, ef (er), 


m 
N 


n 


ou il s’agit encore de la determinalion des coelficients 4,, As. .... 4,. Elle 


n 


a 


se fera en remarquani, que ces co6öflicienis ne dependent pas de I ann 
de la fonelion ££ En supposant done pour f{y) la forme a,--a,y-+a,y’ t eto., 
on trouvera alsement (comme dans No.1.) rn equations conditionnelles propres 
ä la determination des na inconnues. On en lire sans peine l’expression 

| ( 


13 FR Es pP .. | Du p I P—?2) pP u a 
E 2. / A u... ) 


ie > 
I 


qui presente la forme generale de tous les coe@fficients et resout la seconde parlie 


du probleme. 








Pour donner un exemple, soit fiv)—=(y--a)“; on aura dans ce cas 
, n x n x 2 
. r X ) ( | / e | t 
D ee”... a, - e —- a,“ u A ( -) + UX u— | A» e ) LEE 
% '\e+tua ie ae e+a 


Soil pour abreoer 


14. RK — »" — (pp (pP —- NM"p—:--- h 
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I. Schlomilch, sur les derivees des fonctions. 


el par consequen! 





n i 4 
A, _— K 1 


le resultat trouve ci-dessus prendra la forme tres simple 
15. D’(e‘ 4a)" 
a a + e* “ e* s > e* ! 
(€ "7 d) yı K, a . U, K, f Be > I ? U, K,( En ) . 
Be er +4 Ne+ta er e+tu/ ) 
Cette equalion comprend comme cas parlieuliers toutes les formules 
donnees par Euler, Laplace et Autres pour les derivces successives des ex- 





pressions 
1 l 
—— el 

oe tu 








er — 


Quant a d’autres consequences, qui peuvent elre tirees des lormules ge- 
nerales. j’en donnerai quelques exemples dans un des cahiers prochains. 














= 2 0.6. J. Jacobi, Bestimmung von y" 2 


1—-Acospg—Bs ‚ 
o cusp ng 


2. 


Über den Werth, welchen das bestimmte Integral 





dy . 3 \ 2 | 
[ as ieh für beliebige imaginäre Werthe 


von 1 und B annimmt. 


(Von Herrn Professor Dr. ©. G. J. Jacobi zu Berlin. ) 





Ich will im Foleenden den Werth untersuchen, welchen das bestimmte Integral 


- do 
1— Acos$g— Bsing 





annimmt. wenn die Constanten A und BD beliebige imaginäre Werthe haben. 
welche jedoch nicht so beschaffen sein dürfen, dafs die Function unter dem 
Integralzeichen für einen reellen Werth von g unendlich werden kann. Wenn 
die Constanten A und 3 reell sind, ist bekanntlich die Bedingung AA- BB<-1 
erforderlich. damit der Ausdruck unter dem Integralzeichen für keinen reellen 
Werth des Winkels g unendlich werden kann. Wenn man aber den Fall der 
Realität von A und B ausschliefst und 
A=a-+ady—l, B=b-+Vy—I 

selzt. wo «a, a, b, b’ reell sind und « und 5’ nicht beide gleichzeitig ver- 
schwinden. so kann für einen reellen Werth von g der Ausdruck unter dem 
Iniegralzeichen nur unendlich werden oder der Nenner 


yo 


verschwinden, wenn zu gleicher Zeit 


a--a y—1)cospg— (b-+by—1)sing 


\ 


ACOSY —b sing 1. «a c0SY 4 b’ sin p== () 


wird. Selzt man also 
D' — 


0SY — sing = — h 
.. v(aa+b/4')’ F y(a'a +b'V') 








so muis 
ab' — ab — y(a’a’ --b’V) 


werden. Dies ist also die Bedingung, welche Statt finden mufs, damit für einen 
reellen Werth des Winkels g der Nenner I— Acosp— Bsiny verschwinden 

















y ; s 27 l 
2. 6. 6. J. Jacobi, Bestimmung von [ ? E 9 
} 1— dcosp— Bsıny . 
o 


kann. Man kann dieselbe auch so darstellen: 
aa bb" —= Y(a’a' --b'V’). Ylaa--bb—1). 
Schliefst man also den Fall aus, wo diese Gleichung zwischen den Constanten 
«a,b etc. Statt findet, wie es nöthig ist, damit das zu betrachtende Integral nich! 
unendlich oder unbestimmt werde, so wird der absolute Werth der Gröfse 
ab'— a'b entweder gröfser oder kleiner als y(a’«' --5’d’) sein. Ich will im Fol- 
senden diese Gröfse mit 
A — ab — db 
bezeichnen und, was erlaubt ist, pos?tv annehmen. Wenn nämlich 4 nicht 
positiv ist, so kann man es leicht dazu machen, indem man blofs 27 — für Y 
setzt. wodurch die Gränzen der Integration und # und «' ungeändert bleiben. 
während gleichzeitig 5 und 5’ und also auch ./ das Zeichen ändern. 
Ich bemerke zunächst folgende identische Gleichung: 




















l 
1 — (a+ a y—1)cospg — (b+b'y—1)sinp 
BERIEN TORE. URURR, VERER:_ U VOREIREN 1 
n—ny—1t1— Cem | 1— Ole ’ 
wo 
n—ny—1 = y(1—AA— BB) 
— /(1—(a+ay—1) — (b-Wy—1)). 
ferner 
C - a+l+(«—I)y—i A— By—1 
\ug 1tn—n'y—i — 4-+y(i—44— BB)’ 
Ce — ab + +b)yv—i A+By—i 
I 4 I+n—ny—l — 414+yl1—AA— BB) 


Das Zeichen der Wurzelgröfse, deren Werth durch n—n'y—1 ausgedrücki 
wird, ist willkürlich; ich werde annehmen, dafs es so bestimmt ist, dafs ihr 
reeller Theil n einen positiven Werth erhält. 


Es ist jetzt zu untersuchen, ob die Moduln von EC und Ü’ gröfser 
oder kleiner als I sind, dieses Wort in dem Sinne von Cauchy genommen. 
Hiezu bemerke ich, dafs 

— a 
10 en: 
es ist also das Product der Moduln von CE und €, 
„/d—n)?+ nn 
(I+n)2+ nn’? 
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‚ ) . . 7 1 
10 92, 6. 6. J. Jacobi, Bestimmung von pr — 


1—4Ac0osg—B sin p ; 
oO 


da n positiv angenommen worden, kleiner als 1. Mithin können nicht beide 
Moduln gleichzeitig gröfser als I sein. sondern der kleinere von beiden wird 








nothwendig — 1. Es sind aber die Moduln von C und C’ respective die Gröfsen 
aut aa +bb+WW +24 [aa+ dad +Hbb+UW — 24 
f (I+-n)-+nn : | (I+n)?+nn e 


von denen, da ./ positiv angenommen worden, die letztere die kleinere ist. 
und es ist daher der Modul von C' immer — I. Es handelt sich also nur noch 
darum, ob der Modul von € oder die erste der beiden vorstehenden Gröfsen 
oröfser oder kleiner als 1 ist. Man findet hierfür ein einfaches Criterium durch 
folgende Betrachtungen. 


Das Product aus den Quadratien der Moduln von CE und Ü’ ist 








(aatada+hbb+bh) —44II  Atmntnn"—2n 
(I+nn + +20)? Atmtnn' +2 
Es wird daher 
(aa -- aa bb bb —444 — (1 --nn--n'n’)— 4nn. 


Aus dieser Gleichung folgt, dafs je nachdem ./ kleiner oder gröfser als n ist. 
auch aa + aa’, bb ---b’b’ kleiner oder gröfser als 1--nn—n’n’ und daher a for- 
tiori auch aa -- aa’ -- bb--b’b’ +- 2.4 kleiner oder gröfser als 1--nn -n'n’-- In 
ist. Ks wird daher der Modul von C kleiner oder gröfser als I, je nach- 
dem 4 kleiner oder gröfser als n st. 
Da (n— ny—1)— 1—(a--a y—1)’— (b--b'y—1)’, so werden die 
Gröfsen » und n’ durch die beiden folgenden Gleichungen bestimmt: 
nn — nn — 1 —aa-ada— bb--bb, nn’ — aa-- bi. 
Aus dieser Gleichung folgt 
44--n'n’)(4A—nn) — 4 -- (aa + bb — aa — 6b) — (aa -;- bb)(a’a'-- VW) 
— (141-- aa--bb)( 44 — da — b’V'). 





Man ersieht hieraus den Salz, dafs ./ kleiner oder gröfser als n oder —=n 





‘ . . gp / | \ FD ] u #8 
ist, je nachdem ./ kleiner oder gröfser als y(a’a’ -- bb’) oder = y{a’a’ --b'V) ist. 
N r . z .. 4 a, 7 4 \2 

Das gefundne Criterium kann man daher so ausdrücken: je nachdem (ab’— u'b) 
kleiner oder gröfser als da -1-b'b', wird der Modul von C kleiner oder 
yröfser als 1. Den Fall 4— y(a’a--b'b’) haben wir oben ausgeschlossen. 


Da der Modul von EC’ immer < I. so wird 


I 14 0EWALOrEe ALOE eie, 





1— CreyV-i 
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1—Acosyg—-Bsnp 
A cosg ın %Y 


Es wird ferner, je nachdem der Modul von € eröfser oder kleiner als 1. 





1 2 20 ee 
RER Cr + Ce el. 
— lGePV- 
oder 
l 





ea AR. TOBPRR ver" N ee N 
/ = —irl”e r FETTE L CODE Lee. 
1— GeyY | j 


Je nachdem daher (ab'— ab) kleiner oder gröfser uls aa -\-Uh, mufs 
man, um eine convergirende Reihe zu haben, entweder 
n—ny—1 
1 — (a+a y—1) cos —(b+b'V—1) sing 
4119 /Y-ı I 1% 2yV-1 (3 3yV-ı | ' 
—= 1+Ce - Ce +0 er - etc. 
+ 4 CO’ e-37 Year, etc. 








oder 
n— ny—l 


1— (at a y—1)cospg—(b+y—l)sinp 
— (Ü-CONerra LO CA)er (OR -CAer/-L ete. 


setzen. Man erhält hieraus folgende Sätze: 





I. Wenn a,.«a', b, D beliebige reelle Gröfsen sind, welche die I ngleichheii 
(ab' — ab)’ > aa’ -—- bb 
erfüllen, so wird 





ir y dep A 
/ 1— (at a y—i)cosp—(b+b'y—l)sing v, 


0 
und allgemein, wenn ab'— a'b positiv ist, für jedes ganze positive ;, 





PP cosip-d 
, 1 — (a+ a y—1) cos —(b+b'y—1) sing 





sin ip dep 
u vll 1— (a + a y—1) cosp—(b+b'y—1) sinp 
II. Wenn a, u‘, b, b' beliebige reelle Gröfsen sind, welche die Ungleichheit 
(ab' — a'b)’ < a’a' +6'b 
erfüllen, so wird 
2rt dp 
1— (a+a«y—1)cosg — (db) +V' y—1)sinp 
Ian 
vl (ka+ay—l)?— Hy —1)?}? 
wenn man die Wurzelgröfse so bestimmt, dafs ihr reeller T’heil posi- 
tiv wird. 











J% 
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1—_4cos y- B sing j 





Die Gröfse CE" wird vermittelst des oben für CC’ gegebnen Werthes. 


C- ch I+n—ny—1 .C' FE, a—b + +b)y—1 
"(7 1—n+ny— Br I-ntny— ' 








Es wird daher 
„O—6- alky — Yıa—V+(W«+b)y—1) 4a —? 
n—ny—  (a+ay—1)? +b+öhy—1) 7 a+t tl —b)y—i 


Man hat daher den Satz: 








Wenn a, a‘, b, b ra reelle Gröfsen sind, welche die Ungleich- 
heit (ab'— ab)’ — aa’ --b’b' erfüllen und ab'—a'b positiv ist, so wird 





Fo 27 cosgp dy 
— (a+ a y—1)cosp — (b+b'y—1)sinp 





bc -1f" sinp dp 
. I—(a-+a a —1)sing 





SIT TG a zur u 
Setzt man 
a+V --(“—b)yy—t—=D, 
a—b--(+-b)yy—l= D', 
so wird 
n—ny—1 = Y1—DD') 


und daher 














2 D _  1-vA-—DD') 
— 1+ya-—DD, — D' ’ 

Dr D' _  1—-yd-DD) 
A 79 


Wendet man diese Ausdrücke an, so erhält man aus den oben gegebnen Reihen- 
entwicklungen die folgenden allgemeinen Sätze. 


IV. Es seien a, a‘, b, b’ beliebige reelle Gröfsen, welche jedoch nicht die 
Gleichung (ab'— ab)’ — a’a' --WW erfüllen; es sei ferner ab'— a'b po- 
sitiv und 

ab -(“—b)y-1=D, a—b'-—-(“ —-bW)y—1=D); 


ist (ab — ab)” <.aa--bb', so wird für eim ganzes positives ?: 














3, A cosip dp st D'+Dr: 

1 — (a+ @ y—1) cos — (b+b' y—1)sinp — ya—DD) I tya— DD’ 
7 sinip dp e M ua SU D’—D'i . 
; — (a+ a y—1)cospg—(b+b’y—i)sing y(—DD) fi+Y(l—DD)\’ 
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1— 4008 4Y —Bsıngy j 


wenn dagegen (ab'—.a'b)’ — aa’ --b'W ist, so wird für ein ganzes 
positives 3: 
























/" cosigp dp 
1 —(a+ a y—1)cosp — (b-+b'y—1) sing 





0 
= af sinigp dep 
a ’ 1— (a+ a y—1)cosg— (b+b'y—1)sinp 


_ —_, +r/ad—DDy—t—yd—DD) 
vi—DD).D: 


wo die Wurzelgröfse y1—DD!') immer so zu bestimmen ist, dafs 
shr reeller T’heil positiv wird. 





Man ersieht aus dem vorstehenden Theorem, dafs für den Fall, wo 
(ab' — a'b)’ < da’ —b'b’, genau dieselben Formeln als für reelle Werthe von 
4 und B gelten; dafs dagegen für den andern Fall, wo (ab'—a'b)? > a'a' -- bb, 
ganz verschiedene Resultate Statt finden. Um diese Resultate unmittelbar durch 
die Gröfsen A und B darzustellen, braucht man in den vorstehenden Formeln 
nur die Werthe D= A--By—1, D’’— A— By—1 zu substituiren. Giebt 
man dem Nenner durch Multiplication mit einer imaginären Constante die Form 

a+ay—l— (P+-Py—1)cosp— (y+yy—l)siny, 
wo «a, «', 9 etc. reell sind, so werden die beiden zu unterscheidenden Fälle die, 
wo (By'—P'y)" kleiner und wo es gröfser als (eß’— «')’ -- (ay'— «'y)* ist. Man 
wird also z. B. den Satz haben, dafs wenn für reelle Gröfsen «a, «, 3 etc. 
die Ungleichheit 
Ar Py > ef —aß) + (ay'—a'y) 

Statt findet, das bestimmte Integral 





271 dp 
4 ara y—1— (P+B'y—1)cosp— (y+y'y—1)sinp 


0 
verschwindet. 


Berl. d. 14. Fehr. 1846. 
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MEMOIRE 
sur les differentes manieres de se servir de l’elastieite 
de Pair atmospherique comme force motrice sur 
les ehemins de fer. 


Une de ces manieres constitue les chemins de fer almospheriques 
proprement dils. 


(Par Feditenr.) 


L’objet du present memoire, imprime d’abord en allemand, dans le journal des 
constructions, que publie l’editeur du present journal, et puis aussi en francais, pour le 
faire connaitre egalement dans les pays elrangers, est, a la verite, purement technique; 
mais comme la plus grande parlie du me&moire consiste en calculs, ga et la m&me assez 
compliques, et que le sujei en lui-m&me est important, ä l’ordre du jour au plus haut 
degre, et offre des applications interessantes des principes de physique, de mecanique et 
de caleul, l’editeur a juge que celte partie du m&moire ne serait peut-eire pas sans in- 
terel pour les lecteurs du present journal, consacre aussi bien aux math@matiques appliquees 
qu’aux malhemaliques pures. Il leur presente done ici un ertrait de ce memoire, ren- 
[ermant la parlie specialement theorique de l’ouvrage, n’en ayant conserve de la parlie 
technique, que ce qui lui a paru indispensable, pour donner une idee exacte des objets 


auxquels la theorie a Ele appliquee. 





Remarques generales sur les effels de l’elasticite de la vapeur deau, 
et de celle de Tair almospherique. 


0. 
La vapeur d’eau et l’air atmospherique sont des fluides elastiques tous deux. 
et ils ont en commun la propriele de se dilater, et d’exercer contre des aires 
qui s’opposent ä leur dilatalion une pression qui, en general, est dans le 
rapport de la densit@ des deux fluides; sauf les modificalions, que le degr& de 
la temperature y porte. Et comme la densite peut etre augmentee arbitraire- 


ment, la force expansive des deux fluides peut l’etre egalement et dans les 


memes proporlions. 
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C'est, comme on le sait, de la force expansive de la vapeur, que l’on 


se sert pour meltre en mouvement les machines dites a vapeur, destindes, soil 
a transporier des wagons charges de fardeaux, soit a d’autres buls; et cela 
se fait ordinairement en introduisant la vapeur dans des eylindres fermes aux 
extr6emiles, pour quelle y pousse devant elle des pistons qui communiquen! 
leur mouvement ä la machine. Done: l’air comprime ayant en commun avec 
la vapeur la force erpansive, il faut que cet air puisse etre employe de la 
meme maniere et au meme but. Lieflet sera necessairement le meme. et il 
n'y aura que cette difference, que l’elastieite de la vapeur est produite par 
l’elevation de la temperature, tandis que celle de l’air lest par quelque force 
exterieure qui le comprime. 
2. 

sn appliquant les forces expansives de la vapeur et de l'air pour meltre 
en mouvement des machines, un des avanlages que prösente l’emploi de la 
vapeur, consiste en ce que l'clasticite de la vapeur peut etre produite par le 
feu encore dans les cas oü les forces mecaniques. necessaires pour comprimer 
’air, manquent, ou lorsqu’elles ne peuvent @lre ulilisees; par exemple sur 
les vaisseaux el les bateaux, bien que dans ces cas, il serait peut- &tre encore 
possible d’utiliser la force du vent en mer, et celtle meme force, combinee 
avec celle du courant d’eau, sur les fleuves, pour comprimer lair et pour 
lui donner l’elastieite necessaire pour meltre en mouvement quelque machine 
propulsive. 

Mais, dans tous les autres cas, oü l’on peut disposer des forces meca- 
niques pour comprimer l’air, ce fluide est preferable a la vapeur sous plus d’un 
rapporl; en admeltant d’ailleurs que les diffieultes qui peuvent s’y presenter 
n’en rendent pas l’application trop diffieile. Les preferences ä donner ä lair 
sur la vapeur, specialement dans son applicalion aux chemins de fer, qui esl 
l’objet de ce memoire, sont les suivanltes. 

I. Ce n’est pas, comme pour la produclion de la vapeur, le feu ex- 
elusivement, qui peut servir comme force necessaire a la compression de lair. 
Touie autre force me&canique, comme par exemple celle des chütes ou des 
courants d’eau, celle du vent, des betes de trait ete. est egalement applicable 
a ce but; et cette eirconslance est Ires imporlante. Car la combustion consume 
et detruit completement et irreparablement une maliere precieuse, qui pourrail 
etre ulile et necessaire a beaucoup d’autres buts, par exemple, au chauflage des 
habitations,. A la cuisson des aliments ete. D’autre part, les matieres com- 
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bustibles sont coüteuses, tandis que la force du vent par elle meme ne coüle 
rien, la force des chültes ou des couranis d’eau souvent tres peu, et que la 
force des animaux est en plusieurs localit6s moins chere que celle engendree 
par la combustion. 

II. Les machines mises en mouvement par le feu sont moins durables 
et d'une construction et d’un entretien plus coüleux que celles mises en mou- 
vement par des forces mecaniques. Le feu detruit fortement les machines sur 
lesquelles il agit; el surlout dans le cas oü ces machines ne sont pas station- 
naires,. mais locomolives. commes celles des chemins de fer. 

III. Le danger presque inseparable du feu, offre un inconv£enient bien 
plus grave encore, si les machines a feu doivent @tre locomotives. Dans ce 
cas, le danger n’existe pas seulement pour le voisinage des machines stalion- 
naires, mais encore pour le voisinage de la voie a parcourir; et pour les personnes 
comme pour les marchandises que la machine transporte, le danger est imminen! 
au plus haut degre. Si l’on fait usage de la force expansive de l’air, le 
danger d’elre incendie n’existe plus du tout, ni pour les personnes, ni pour les 
marchandises transporleces, et si la compression necessaire de l’air est operee 
par des machines a feu, qui alors peuvent etre stationnaires, le danger n’existe 
plus que pour le voisinage des machines, et la il peut &ire aisement prevu el 
amoindri. A la verile, un autre danger prend la place de celui du feu pour 
les locomolives, savoir, le danger que l’air comprime puisse faire cerever les 
röservoirs qui le renferment; mais nous verrons plus bas que ce danger n’est 
presque pas a redouter. 

IV. L’abaissement de la temperature ne diminue que tres-peu l’elasti- 
cite de lair, mais beaucoup celle de la vapeur. Toutefois, dans le but d’em- 
pecher l’effet du refroidissement, les machines a vapeur doivent eire plus com- 
pliquees que celles a air. 

V. Enfin air est absolument inepuisable; il est en presence partout 
et s’obtient sans frais. L’eau, pour en faire de la vapeur, l’est a la verile 
presque egalement; mais les matieres combustibles ne sont ni inepuisables, ni 
oraluiles, el la conservalion et l’entretien des forels, qui bientöt seront insuf- 
fisantes aux besoins toujours croissants des populations et de l'industrie, exigent 
de vastes terrains qui pourraient etre plus utilement consacres a l’exploitation 
des produits agricoles. 


Done il est clair, que l’application de l’elastlicite de l’air, comme force mo- 
trice sur les chemins de fer, est bien preferable a celle de la force de la vapeur. 

















5. Sur lappl. de Pelasticite de Pair atm. comme force motrice sur les chemins de fer. 17 
‘ 




































3. 

En vertu des reflexions precedentes il est done bien certain que la 
question de savoir, si l’elastieite de l’air peut Elre ulilisee comme force mo- 
trice sur les chemins de fer, ne peut elre decidee en elle-meme qu’affırma- 
tivement. Il ne s’agit toutefois, pour le but propose, que d’avoir une force 
suffisante, propre a pousser devant elle un piston dans l’interieur d’un tube. 
Une telle force peut &tre donnde incontestablement a l’air almospherique, si 
on le comprime suffisamment; et il est evidemment indifferent, que ce soit la 
vapeur ou l’air qui donne cette force, tandis que dans la pralique, il est m&me 
plus facile de construire d’une maniere durable un piston et un eylindre a air. 
qu’un piston et cylindre a vapeur. La question en elle-meme de savoir, si 
l’elastieite de l’air peut Eire utiliscee ä la place de celle de la vapeur comme 
force motrice sur les chemins de fer, pourra done @tre consideree comme 
decidee et aflırmee. La contester, ne serait que metlre en doute des principes 
de physique &tablis et confirmes par l’experience de plusieurs siecles. 

Il ne s’agit que de rechercher, comment il sera techniquement pos- 
sible de se servir de l’elastieit& de l’air dans ce but, et de trouver les moyens 
les plus avantageux pour y parvenir. 

A la premiere vue, l'application de la force motrice de l’elasticite de 
l’air parait ollrir des grandes difficultes techniques; mais heureusement l’epoque 
est passee, oü quelque prejuge ait le droit de s’opposer &ä cette importante 
exploitation d’une force aussi puissante. L’exrperience a deja prouve, que la force 
de l’air peut effectivement eire utilisee comme force molrice sur les chemins 
de fer, de une au moins des differentes manieres dont cela parait pralicable. 
Le chemin de fer de Kingstown ä Dalkey, pres de Dublin, est en pleine ex- 
ploitation, et la, l’elasticit@ de l’air atmospherique est la force qui, agissant sur 
un piston dans un tube couche entre les rails le long de la voie, et dans 
| lequel on rarefie l’air devant le piston, pousse ce piston qui lire apres lui le 
train des wagons qui y sont attaches, avec une grande vilesse, et m&me toujours 
en gravissant une pente assez forte. 

Or, cette maniere d’utiliser l’elasticite de l’air comme force motrice est. 
comme on le fera voir, presque la moins convenable et la moins avantageuse 
de toutes, et les constructions destinces ä cette application sont extremement 
compliquees. Donc ce premier essai prouve non seulement la possibilit@ tech- 
nique de l’utilisalion de la tension de l’air pour les chemins de fer en general. 
| mais il prouve aussi que celte application sera encore plus facile par l’emploi 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 1. 3 
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de moyens moins compliques, el pour ainsi dire plus naturels. Dejä les resultats 
du chemin de fer de Dublin ont ele si avanlageux, qu’en Angleterre on est 
sur le point de construire plusieurs autres chemins de fer d’apres ce systeme; 
il est done probable qu’on pourrait oblenir encore de plus grands avanlages, 
si l’on adoptait des systemes moins compliques et plus convenables. Quelques 
ingenieurs sont meme d’avis, que les chemins de fer dits atmospheriques, con- 
steuits suivant le systeme de celui de Dublin, seraient preferables parlout et 
dans toutes les eirconstances, aux chemins de fer ordinaires, m@me pour ce 
qui concerne les frais d’etablissement. Mais nous prouverons plus bas le con- 
traire. Il est bien probable, el meme presque certain, que la force de l’air 
est preferable parltoul a celle de la vapeur, dans les points enumeres $. 8, 
mais si l’on veut quelle le soit aussi sous le point de vue des fra:s de con- 
structton, il faudra adopter un autre systeme que celui de Dublin. 

Nous diseuterons lout cela en delail dans ce qui suit, et nous essaierons 
de rechercher les systemes qui techniquement, sont les plus simples et les 


moins coüteux. 


Differentes munieres de se servir de la force elastique de lair comme 
force motrice sur les chemins de fer. 


4. 

Ges dillerentes manieres, dn moins celles qui deja ont Ele, ou mises 
en execeulion ou proposces et recommandees avec plus ou moins d’instance, sont 
les suivanles. 

l. Premier systeme. On peut coucher au milieu, entre les rails et le 
long de la voie, un tube, dans lequel glisse un piston, devant lequel on rarelie 
l’air plus ou moins par une machine pneumatique, de sorte que la pression de 
l’air atmospherique sur l’autre cöte du piston gagne le dessus, et pousse le 
piston le long de la route. Le piston est mis en communication avec le premier 
wagon, ou avec le wagon-conducteur, au moyen d’une tige perpendiculaire, 
et les autres voilures du train sont altlachees au wagon-conducteur. Le tube 
de propulsion doit avoir, dans toute sa longueur, une rainure pour le passage de 
la tige de communication, et afin que l’air ne puisse rentrer dans le tuyau 
devant le piston oü il est rarefie, la rainure doit &tre fermee dans toute sa 


longueur par une soupape bien ajustee, qui n’est levee que par la tige meme, 
et toujours sans laisser penetrer l’air devant le piston. Mais cette soupape 
presente techniquement de grandes difficultes. Un wagon sans charge de per- 
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sonnes ou de marchandises, comme la locomolive et le tender sur les chemins 


de fer a vapeur, n’existe pas ici, car le wagon-conducteur lui meme peut 
recevoir une charge. Seulement le conducteur du train, avec ce dont il a 
besoin pour la direction du train, doit y trouver place. 

Ce systeme est celui de Dublin et des chemins de fer afmospheriques 
proprement dits. 

Il. Second systeme. Ge systeme elanl en lout conforme au preeedent. 
avec cette seule difference que lair, au lieu d’etre rarefie devant le piston. 
est comprime derriere lui, n’a encore &le, aulanl que je sache, ni propose ni 
execule en detail; mais sa difference du N’. I est si peu de chose, qu’il ne peul 
etre effeclivement appele nouveau. Pour le mettre ä execution, il n’y a quwä 
disposer autrement la soupape longiludinale. Il faut ici qu’elle ferme la rai- 
nure de dehors en dedans, au lieu de dedans en dehors, comme dans N’. I. 

II. TProssieme systeme. Au lieu d’un tube en fonte solide, muni 
d’une rainure et d’un piston glissant dans le tuyau, on peut coucher entre les 
rails un tuyau sans piston, dans lequel on introduit l’air ä force d’une machine 
pneumatique, pour Üenfler derriere une roue du wagon-conducleur roulan! 
sur le tuyau, au milieu, entre les rails. Le wagon-conducteur tirera alors ega- 
lement le train apres lui. 

Ce systeme serait l’execulion d’une proposilion faile dans le 17"" nu- 
mero du journal des chemins de fer de 1844, par un Anonyme, mais dont l’idee 
premiere avait ele deja congue, il y a plusieurs annees, par un Ingenieur prussien. 
qui alors songeait a l’employer pour elever leau. 

IV. Quatrieme systeme. CGomme dans N’. I et II, on couche entre 
les rails un tuyau en fonte ou en fer solide, dans lequel on comprime lair, el 
dont on se sert de reservorr de force expansive de cet air. Alors on fait 
tirer le train des wagons par une machine locomolive, parfaitement semblable 
aux locomolives a vapeur, avec la seule difference, qu’ici ce n’est pas la va- 
peur qui, en agissant sur les pistons des cylindres la met en mouvement, mais 
la force de l’air comprime qu’elle tire du tuyau-reservoir. elle locomotive 
a air n’aura done ni chaudiere, ni chemince, mais loules ses autres parlies 
seront parfaitement les m&mes que celles des locomolives a vapeur. 

V. Cinguieme systeme. Au lieu d’enfermer dans un tuyau couche 
entre les rails le long de la route l’air comprime, dont l’elaslieite fournit la 
force motrice, comme dans N’. IV, on l’enferme dans un grand ou dans plu- 


sieurs pelits bassins places sur la locomotive me&me, qui d’ailleurs est construite 
3 * 
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encore de la m@me maniere, de sorle qu’elle ressemble encore davantage aux 
locomotives ordinaires, et n’en differe plus qu’en ce que les reservoirs d’air 
comprime prennent ici la place de la chaudiere de la locomotive a vapeur. 

Ce systeme est celui qui a @el& propose pour la premiere fois, autant que 
je sache, par Mr. de Baader de Munich, il y a environ 30 ans. Mr. Henschel, 
Ingenieur en chef des mines a Cassel, en Hesse, l’a reproduit en 1833. En 
1838. j’en ai fait mention dans un memoire sur la construction des chemins 
de fer dans des terrains fortement accidentes, Ju a l’academie des sciences 
de Berlin, en Aoüt 1844. Mr. Andraud de Paris a fait quelques experiences 
avec une locomolive a air d’assez fortes dimensions, sur l’un des deux chemins 
de fer de Paris a Versailles. Dans ces experiences, la locomotive ne marchait 
que seule, et sans lirer des wagons apres elle, parceque les moyens manquaient 
encore pour comprimer l’air a un degre suffisant. Ces experiences ont reussi 
d’ailleurs parfaitement, et l’on assure qu’elles seront continudes avec de lair 
plus fortement comprime, et en allachant alors un train a la locomolive. 


Description technique des differentes manieres de se servir de Üelasticite 
de lair, comme force motrice sur les chemins de fer. 


- 


>. 

Avant de pouvoir elablir des comparaisons entre les eing differents 
sysiemes entre eux et le systeme ordinaire a vapeur, il sera necessaire de faire 
voir en detail le meilleur mode de construction de chacun de ces cing systemes. 
Car des comparaisons fondees sur des calculs ne peuvent etre faites, avant d’avoir 
montre que les systemes sont pratzcables, el avant d’avoir deerit leur construclion. 

Les ceing syslemes ci-dessus, quant ä leurs principes fondamentaux, 
peuvent ölre ranges en deux categories: la premiere avec un tube entre les 
rails le long de la voie: c’est le cas des N“. I, II, III et IV; la seconde n’en 
ayant point; c’est N. V. 

Des quatre systemes de la premiere classe, N’. II n’a ni rainure ni 
soupape dans son tuyau. Le N’. IV egalement n’en a pas besoin, si l’on adopte 
la construclion proposeee par Mr. Pecqueur; mais comme celte construction 
est excessivement compliquee, et que la difficulte d’empecher l’air comprime de 
s’echapper du tuyau parait @ire encore plus grande qu’avec l’emploi d’une rai- 
nure, nous lui donnons aussi une rainure avec soupape, comme aux N“, IT et II. 

Done nous avons maintenant Z{rors syslemes differents,. savoir: ceux 
N. I, II et IV, avec un tube le long de la voie, muni d’une rainure et d’une 
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soupape longitudinale, ou la rainure et la soupape, comme on le verra, peuvent 
etre construites d’une maniere qui, au fond, est la me&me dans les trois systemes; 
puis N°. III avec tuyau sans rainure, et N’. IV sans aucun luyau. 

Nous commenceronrs par les N. I, IH et IV et par N’. IV parlieuliere- 
ment, puisque la construction en est la plus difficile, et que N. I et II n’en 
sont que des cas particuliers et plus simples. 


Les paragraphes 6—14, qui suivent ici, contiennent la description technique en 
detail des cing systemes, et comme ces objets purdment techniques pourraient n’elre que 
d’un foible interet pour les lecteurs du present journal, nous les supprimons ici. 


: Rarefaclion et compression de luir dans le tube de propulsion. 
15. 

Une premiere question relative aux N”. I et II est de savoir. si pour 
produire la force motrice necessaire sur un chemin de fer propose, il sera plus 
avantageux de rarefier air dans le tube de propulsion devant le piston, que de 
le comprimer derriere le piston, c’est-a-dire, lequel des deux aura besoin de 
moins de force productlive. L’effet est evidemment le meme, soit qu’on rarelie 
l’air devant le piston, a une demi-atmosphere, par exemple, soit qu’on le com- 
prime derriere le piston a la tension d’une almosphere et demie; l’excedant qui 
fournit la force motrice est egalement d’une demi-atmosphere dans les deux cas. 

Si lon veut rarefier l’air devant le piston, il faut que cela se fasse 
d’abord wvant la mise en mouvement du train, et par consequent dans toute 
l’etendue du tuyau. En meme temps il faut qu’on Epuise encore lair qui rentre 
par la soupape, dont l’hermetieite n’est jamais complete. Puis il faut que on 
conlinue a Epuiser l’air pendant le mouvement, et aussi egalement l’air qui 
rentre par la soupape pendant la durce du mouvement. Cette seconde partie 
de l’epuisement doit etre operee avec la meme viltesse que celle de la marche 
du piston; car si cela n’elait pas ainsi, l’air rarefi@ devant le piston ne tarderait 
pas a reprendre une plus grande densile, ä mesure que le piston avance, el 
par cela, le volume de cet air diminuant, la force motrice diminuerait aussi. 
Si, par ex., l’air dans le tube avait ete rarefie jusqu’a la tension d’une demi- 
atmosphere et que l’epuisement ne continuät plus, l’air reprendrait la tension 
d’une atmosphere enliere aussitöt que le piston aurait parcouru la moztie de 
sa course, et arrive a ce point, la force motrice serait reduile a zero. 

Si l’on comprime l'air derriere le piston, il faut que cela se fasse de 
sorte que l’air qui occupe l’espace toujours croissant derriere le piston, conserve 
la tension necessaire ä la production de la force motrice. 
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Supposons — u atmospheres la tension de l’air qui produit la force 
motrice necessaire. .. sera toujours < 1 dans le cas de la rarefaction de lair. 
Supposons —p met. cubes le volume du tube de propulsion, il faut que 1.» met. cub. 
d’air atmospherique soient lires du tuyau avant le commencement de la course 
des wagons. Le reste de l’air doit etre Epuise pendant la course dans tous 
les cas; done, quel que soit «, il faut toujours Epuiser Zout air atmospherique 
qui se trouve dans le tuyau, c’est-a-dire p metres cubes dair. Si l’epuise- 
ment avant le commencement du mouvement est opere en r secondes, et si 
le mouvement dure ? secondes, il faut en outre epuiser encore l’air qui pen- 
dant 7 --£ secondes rentre dans le tuyau par la soupape. 

Si au conlraire on comprime lair derriere le piston, il doit etre @n- 
troduit dans le tube de propulsion (1-+-u)p met. cub. d’air, et cela pendant la 
duree du trajet, c’est-a-dire pendant ? secondes. En outre il faut qu’on in- 
troduise de nouveau lair echappe par la soupape pendant ces 7 secondes. 

D’apres ces donnees, il y aura a calculer la force necessaire aux 
machines pneumaliques. 

Premier cas. 


Rarcfaction de Vair dans le tube de propulsion. 


16. 

Au commencement du mouvement, Yair dans le tube a la tension de 
latmosphere, et il s’y trouve p met. cub. de cet air. Il en faut epuiser ıp metres 
cubes pour produire un exeedant de pression sur le piston de 1 almospheres. 

Comme plus bas le cas se presentera ou lair es deja rarefi& au commen- 
cement du mouvement, nous supposerons que la tension de l'air n’est pas —1 alm. 
au commencement, mais = 1—4 alm., comme si Ap met. cub. d’air avaient ele 
deja Epuises, et qualors l’epuisement düt etre continue jusqu’a ce que la ten- 
sion de lair devrant le piston soit reduite a 1— u atm. Le resultat du calcul 
pourra alors &tre appliqu& immediatement au cas ci-dessus, en fesant A —(0. 

A, La densite de l'air dans le tube au commencement de l’epuisement 
est done supposcee = 1—4, et il sy trouve (1—4)p metres cubes d’air at- 
mospherique. Supposons —= k le volume du cylindre de la machine pneumalique: 
le premier coup de son piston fera sortir du tube de propulsion (1—4)A met. cub. 
diair alm. Il y en restera done (1—4)p — (1—A)k = (1—4)(p—k) met. cub 


ur \ . u s 5 »—k 
d’air. Cet air occupe le volume p, sa densite est done = (1— 1)! 





apres le 


p 


premier coup du piston de la machine pneumatique. Donc le second coup de la 
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— 


k ; ch 
-k met. cub. d’air atm. et iln’y en restera que 


machine fera sorlir du u“: 








(1—4)(p—k) — (1—)) . nn yeZZ met. cub. Get air est distribue 
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dans l'espace p, et par a air du be aura la densite a—(F ) 
'Z 

apres le second coup de la pompe. Le trorsieme coup en fera done sorlir 


a-1)(? 


ni Er 343 — er 
(1 Tr (1—4) Bar ee: 1—,)) a 
repandus dans l’espace p, de sorte que la densite de lair dans le tube de pro- 





—I\2 a . 
pr ‘) k met. cub. d’air atm. et il ne restera dans le tube que 


. cub. daair atm. 





—h 
pulsion apres le Zroösieme coup de la pompe est encore — (1—). ee 5; 
p 


Et ainsi de suite. Apres le n”“ coup de la machine pneumatique il restera 
done encore dans le tube de propulsion 


— k\r 
ER U d hirlu 1 
\ „p( : ) met. cub. d’air atın. 
et la densite de lair dans le tube sera 


4. a (LE)". 


La densit&e ou la tension de l’air dans le tube doit &tre räduite a 1— u alm. 
pour donner la force « au piston de propulsion. Il faudra done que 


9. 1—u = (1-4) FE)". 





n 


r j I —k / 
De la on tire Y#)= p 5 Ang et 


6. k= [1-Yl=&)]» ou bien Pk py(ik): 


formule propre au cas oü p, u, 4 et n sont donnes. Si au contraire p, u, 4 
et k etaient donnes, on tireroit de (6.) 








log(p —k) = — (log 1— u) —log(1—)) -+-logp el 

_—_ let Y)—lei—u) 

—— — Jogp—log(p—k) 

Dans le cas ci-dessus ou A—=0, les expressions (6 et 7) donnent 
8. p—k= pyli—u) ei 


logi—u) 
logp —log(p —k) 


T. 











9, n = — 
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Le tube de propulsion a Dublin a, suivant Mr. Mallet, 15 pouces anglais de 
diametre et une longueur de 2490 yards. Son volume est done — 259,7 met. cub. 
Nous y ayoutons suivant Mr. Samuda 5 pour cent pour la rentree de l’air par 
la soupape. Done on a ici p == 272,7. La machine pneumatique de Dalkey 
donne 22 coups de piston par minute, suivant Mr. Mullet. Done si dans le 
tube de propulsion la tension de Fair doit etre reduite a 1—u= 4 atm. en 
5 minutes, ou par 110 coups de piston, il faut suivant (8.) que p—X% soit 

0 
— » !, ce qui donne k = 1,7313, et il faut au cylindre de la pompe un 
volume de 1.7313 mel. cub. Pour rn = 66, c’est-a-dire si la rarefaction de 
l'air doit &lre operee en 3 minutes, il se trouve A— 2,775, et pour n— 44 
ou pour 2 minules, A == 4,266. Le cylindre de la pompe pneumalique de 
Dalkey a. suivant Mr. Mallet, 67 pouc. angl. de diametre, et la course du piston 
est de 66 pouces; donc le volume de chaque coup est —= 3,8027 met. cub.. 
de sorte que la machine a la force de rarefier l’air du tuyau jusqu’a la tension 
d’une demi atm. dans un temps d’un peu plus de 2 minutes, ce qu’elle a aussi 





effectu& dans les experiences de Mr. Mallet. 

B. La lension supposce 1—4 de l’air dans le tube ayant ete reduite 
a1— 1 avant le commencement de la course des wagons, il faut encore Epuiser 
pendant la course les (l—u)p met. cub. d’air qui y restaient. Si l’on veut 
que sur une penle conslanle, le train des wagons se meuve avec une vitesse 
egalemen! constante, il faul que l’air dans le tube de propulsion conserve toujours 
la meme force expansive, car si celte force venait a diminuer ou ä augmenter, 
la vilesse du mouvement serait relard6e ou acceleree. Il faut done que chaque 
coup de piston de la machine pneumalique Epuise constamment (1—1e) Ak met. cub. 
d’air atm. Done le nombre des coups necessaires pour faire sorlir les (1— u)p 
met. cub. d’air, nombre que nous designerons par n,, est 


BER "u ..) ME | 
under. Ban: (1—u)k 5 


Dans l’exemple ci-dessus, du chemin de fer de Dublin, celte expression. 
p clan — 272,7 et k= 3,8027, donne n,— 12, et comme la pompe donne 
22 coups par minute, il faut que la course des wagons dure 43 = 3,24 min. 
C’est ä-peu-pres ce qui a eu lieu dans les experiences de Mr. Mallet. 

C. Avant le n"“ coup de piston de la pompe la densite de l'air dans 


y= (4.). Done lunite de surface du 





1 AN —k 
le tube de propulsion est = (1—%) (? 





a „[p—k\"-! 
piston est pressce de dedans en dehors par la tension a-n( 2 ) „ etde 
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dehors en dedans par la tension 1 de l’atmosphere. Si done on designe par z 
la surface du piston en met. carres, et par o la pression de l’atmosphere par 
meire carre en kilogrammes, la force necessaire pour soulever le piston est 


11. — zo[1- (1-2) (P#)] Kilogr 


Soit la hauteur du coup de piston = met., sa vilesse —=v mel., le 








' . / 
temps d’un coup de piston —1 secondes, de sorte que ® = —, la force (11.). 


multiplice par v, donne le moment pour une seconde, et multipliee encore par r, 
de sorte que la force est a multiplier par or—=A, on trouve 

r j je 2 p—h 4 iz [ We ui a 

12. Azo|1—-(1—)( . ) ]|= %l|ı-a-—r)( = 
pour le moment de la force d’un coup de piston. Ce moment est invariable, 








si meme la duree des coups de piston variait, car la force invariable (11.) 
est toujours a multiplier par %, quels que soient v el r. 

Le moment total de n coups de piston, que nous designerons par M,. 
est la somme de la serie que donne (12.), si lon y fait successivemen! 
n—1,2,3,4,....n. Celle somme est 

| 


13. M, zu ko|n — (1—)) (1 -FZY):(1 Ef Pr 


— kon 1-)2(1— an 


et sil’on substitue dans cette expression celle de (? ) — ae (6). on trouvera 


14. M, — koln— (1-1) P (1 1=#)] = ofkn—p(u—3)]. 


Voila lexpression du moment de la force necessaire pour reduire la 
tension 1—4 de lair dans le tube de propulsion p ä celle 1—u. L’expres- 
sion (14.) donne MM, par le volume » du tube de propulsion, par le volume A 
du cylindre de la machine pneumatique, par le nombre n des coups de son 
piston, et par les deux tensions A et u de Jair. 

















La pression de latmosphere o est celle d’une colonne d’eau d’environ 
9,415 metres de hauteur, done o est le poids de 9,418 metres cubes d’eau; 
par suite on a 
15. 0 == 9418 kilogr. 
Si Fon veut exprimer M, en force de chevaux pour savoir combien 
il faut de chevaux pour operer la rarefacliion demandee de l’air dans le temps 


determine de z secondes, ou bien aussi le nombre des secondes 7 pendant 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 1, 4 
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lesquelles une machine de la force de m, chevaux puisse effectuer l’epuise- 
ment, il faut multiplier par 7 le moment de m, chevaux, pris pour une seconde. 
le moment d’un cheval par seconde, que nous designerons par Y. exprime 
en melres et kilogrammes, comme M,, est 

16. 9 = 56,.225-1,0462 — 58,823; 
car un cheval a la force d’elever 56,225 kilogr. dans une seconde a la hau- 
teur de 1,0462 meet. 

On a donc l’equation 
17. MM, = myr = o[kn—p(u—%)] 


et on en lire 
e. u, ‚zen — p(u —h)] 


pour le nombre de chevaux necessaires pour reduire en 7 secondes la tension 
I—% de l’air dans le tube de propulsion a la tension 1— u, et 
19. = — -[kn—p(u—3)] 
m,Yf 


pour le nombre de secondes pendant lesquelles une machine pneumatique de 
la force de »m, chevaux produira cet effet. Le nombre n des coups de piston 
de la machine se trouve suivant (7.) exprime en p, Ak, A et u. 

Dans le cas actuel, ou A—=0, les expressions (18 et 19) se reduisent a 


o, 
.. mu. = ” (kn—pu) el 





21. Ye °_(kn—pu). 


Comme dans les caleuls ci-dessus on n’a eu egard qu’a lequilibre 
entre la force et la resistance, il faudra encore ajouter ä cette derniere une 
partie proportionnelie pour la friclion, pour la production de la vitesse et pour 
les autres resistances aceidentelles. Nous supposerons cette partie — 10 pour cent. 

Dans l’exemple du chemin de fer de Dublin » etait — 272,7, k — 3,8027. 
u—=4. (Cela donne en vertu de (7), ou plutöt de (9), 


u — log} ee 
ee. u DgTET 00 0. 


Done, si l’on veut que la rarefaction de l’air y soit operee en 2 minutes, on 
a r—2:60=120. La formule (20) donne alors 

BB. a. = TB 
et en y ajoutant 10 pour cent, on trouve que 72--43==80 chevaux y sont 
necessaires pendant 2 minutes. Une machine de 100 chevaux, c’est-ä- dire 
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de 91 chevaux effectifs, produit suivant (21) l’elfet demande en 
24. = 95 secondes. 
D. La pression de l’air sur le piston de la pompe pendant la course 
des wagons, oü encore (1— u)p met. cub. d’air atm. sont a Epuiser, est in- 


variablement — (1— u)ko de dedans en dehors, et —=1:%ko de dehors en 
dedans. Donc une force de 
25.  zo(1— (1—u)) = zou kilogr. 


est necessaire pour soulever le piston. Le moment de cette force pour un 
coup du piston est suivant (C) 
26. == kou, 
et le moment total relatif ä n, coups, que nous designerons par M,. est ici. 
ou les moments pour les coups successifs ne varient pas, 
27. M, = n,kou. 





En y substituant n, — T (10), cela donne 
v 


28. M, = oup, 
de sorte qu’iei la valeur du moment, est independante de la grandeur du cy- 
lindre de la pompe. 
Suppose que m, chevaux doivent travailler pendant / secondes. on a 
29. mtp = 0up, 
et cela donne 


30. AN, — cup et 
to 
31. en .. 


M,P 


Supposons que la longueur du tuyau de Dublin, qui est de 2490 yards 
— 2277 met., doit etre parcourue avec une vilesse de 8,37 met. par seconde 


> 
(4 milles de Prusse par heure), on a ey =, et en vertu de (30) 
32. m. =®80. 


Done il faut a la machine pneumalique une force de 80 --5$=88 chevaux 
pour produire cet effe. Pour une machine de 100 chevaux, ou bien de 
91 chevaux effeclifs, la formule (31) donne 

3 = 2A, 
et cela correspond ä une vitesse de 9,102 met. par seconde. La machine de 
Dublin, qui a 100 chevaux de force, ne peut done produire qu’une vitesse 


de 8,37 met. par seconde avec une tension d’air de u}, et par consequen! 
4 * 
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elle n’est pas trop forte pour cet effet. Il est vrai quelle n’est pas incapable 
de produire une vitesse plus considerable encore, car comme nous l’avons vu 
ci-dessus en (C), elle a plus de force qu’il ne lui en faut pour rarefier l’air 
avant \e commencement de la course. Mais quand on demande une vitesse 
plus forte, il faut que la tension « de l’air rarefie, et par consequent la force 
du piston, soit plus faible. Si, par ex., la vitesse devait etre de 12,55 metres 


a ws 


par seconde, u ne pourrait eire que „%. 


Second eas. 
Compression de Vair dans le tube de propulsion. 
17. 

A. La machine pneumatique ne fonetionne pas ici wvant le commen- 
cement du trajet des wagons; elle ne fonclionne que pendant leur course; 
et pour obtenir une force motrice de « atm. il faut qu’on introduise (1-:-u)p 
metres cubes d’air alm. dans le tube de propulsion pendant la course des 
wagons. Pour cet effet, il en faut 

‘ » 
4. nl +u)- 
. ı 


coups de piston de la machine pneumalique; car chaque coup introduit Ak me- 
tres cubes. 


B. Lair agit ici sur le piston de la pompe avec la tension znvariable 
1--ı de dedans en dehors, et avec cellei de dehors en dedans, donc il faut 
35.  zo(1-+-u—1) = zuo kilogr. 
de force pour faire descendre le piston de la pompe. Cette force est egale 
a celle (25. $. 16. IV.) necessaire pour raurefier l’air dans le tube pendant 
la course des wagons. Done aussi le moment de la force, que nous designe- 
rons par N, est ici comme ä l’endroit cite, 


36. N = nkou. 
En mettant dans cette expression celle de n (34), on obtient 
37. N = oull+u)p 
et, pareillement comme en (29), 
33. mtp — ou(l--u)p. 
De la on tire 
oul+u)p 


\ 





39. IM; 


ty 
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pour le nombre de chevaux necessaires pour faire le trajet en £ secondes ei 


10. ı— HUrWr 


pour le nombre de secondes pendant lesquelles la force de m, chevaux fail 
parcourir au train la longueur du tube. 

Dans l’exemple ci-dessus la formule (39) donne pour une vitesse de 
3.37 met. par seconde, c’est-a-dire pour {= 272 ($.16. D.). 

41. m, = 120, 

es en y ajoutant 10 pour cent, on trouve qu'ici 132 chevaux sont necessaires: 
mais seulement pendant 272 secondes. Dans le cas de la rarefuction de l’air 
86 chevaux auront a travailler d’abord 272 sec. pendant le trajet, et puis 
encore environ 108 sec. (23) avant le depart des wagons, et par suite en 
tout 380 secondes. Pour une machine de 100 chevaux, on trouve ici 


22. t—= 363, 


et cela ne donne qu’une vitesse de 6,27 met. par seconde. Les 100 chevaux 
pour comprimer Vair auront a travailler pendant 363 sec., et pour rarefier 
l’air, pendant 252 + 95 —= 347 sec. (33 et 24), de sorle que dans ce cas, pour 
produire la force motrice d’une demi-atmosphere, la rurefaction de lair est 
un peu preferable a la compression. 


ll est desavanlageux d’epuiser lair du tube de »ropulsion, ou de Üy 
introduire immedialemen! par la machine pneumatique. 


18. 

A. Si Ton fait sortir air du tube de propulsion ömmediatement par 

la machine pneumatique, il faut que la premiere parlie de cette operation qui, 

avant le depart des wagons est necessaire, pour produire la force molrice, 

soit ex&cut6e bien promptement, pour &viter autant que possible la reniree de 

l’air par la soupape. Le temps pendant lequel le reste de l’epuisement est ä 

effectuer, est celui de la duree de la course, et par consequent aussi tres-court. 

Si l’on fait comprimer l’air dans le tube de propulsion zmmediatement 

par la machine pneumatique, cela doit etre fait egalement pendunt la course 
des wagons, et par suite aussi dans un espace de temps tres-court. 

Mais dans la m&me proporlion que le temps du travail accorde a la 

machine pneumatique est borne, cette machine doit &tre plus forte; et comme la 

machine est en repos dans les intervalles enire les courses, il lui faut beaucoup 
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plus de force qu’elle n’en aurait besoin effectivement, si elle avait a fonctionner 
sans interruption. 

Un aulre inconvenient encore, c’est que les interruptions reitereces de 
la machine lui sont nuisibles, ei que le chauflage necessaire pour meltre la 
machine en aciion, ainsi que la chaleur qui reste apres le travail, occasionnent 
des pertes reelles. Si au lieu de la force de la vapeur on peut se servir de 
celle de chütes d’eau, la perte est encore plus grande, dans le cas ou la 
machine hydraulique tire sa force, non pas d’un reservoir,. mais d’un courant 
d’eau. Et la force du ven est ici presque inapplicable. Il est vrai que pour 
[faire marcher continuellement les machines pneumatiques, ou hydrauliques, ou 
celles a venl, on pourrail les employer a d’autres travaux pendant les inter- 
valles entre les courses des wagons, par ex. les faire moudre du ble etc.: 
mais d’un cöle, cela ne serait guere pralicable par/out, d’un autre cöte. les 
interruplions seraient @galement nuisibles iei, et enfin on serait forc& d’imposer 
aux chemins de fer des entreprises qui leur sont eirangeres, el qui en gene- 
raient et compliqueraient l’administration. 

B. Mais la maniere de produire la force molrice non-continuellement ou 
par interruplions a des inconvenients encore beaucoup plus graves. Si par 
hazard la machine Eprouvait un accident, le train des wagons se trouverait 
arrele au milieu du trajet, et il ne resterait d’autres ressources que d’envover 
des chevaux pour lui faire achever sa course. Il est vrai qu’on pourrait ob- 
vier ä cel inconvenient en construisant deux machines, chacune de la moitie 
de la force necessaire, au lieu d’une seule de la force entiere; mais si l’accident 
arrive A l’une des deux machines ne peut @ire repar& immediatemen!, le service 
eprouvera toujours des retards qui auront de l’influence sur toute la ligne, parceque 
la moiti& de la force ne suflit pas pour un temps plus considerable; non pas 
möme pour deux courses seulement. Et puis deux machines ei leur travail 
sont plus cheres qu’une seule de la force des deux. 

C’est done toulefois un arrangement tres-imparfail et ires- coüleux que 
de faire epuiser l’air du tube zmmediatement par les machines pneumatiques, 
ou de !’v faire iniroduire par elles, en grande häte, et pour chaque course 
separement. Un aulre arrangemenl, ou les machines aient a travailler conti- 
nuellement et puissent produire quelque force en reserve, est donc de toute 


necessile. 
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Reservoirs. 


19. 
Ce but peut elre atteint, si au lieu de faire sortir l’air du tube de 


propulsion, ou de !’y faire introduire immediatement par la machine pneu- 
malique, on construit des reservorrs d’une grandeur proporlionnee, d’oü les 
machines pneumatiques epuisent d’abord l’air, ou dans lesquels elles lintro- 
duisent. Si alors on met en communication ces reservoirs avec le tube de 
propulsion au moyen de tuyaux munis de robinels, on pourra produire a vo- 
lonte la dilatation ou la compression necessaire de l’air dans le tube de pro- 
pulsion. Et cet arrangement aura plus d’un avanlage sur laulre. 

Premierement. Les machines pneumatiques pourront fonclionner alors 
non seulement pendant les courses des wagons, el dans le cas de la rarefactlion 
de l’air, avant le depart des trains, mais continuellement, ei elles auront par 
consequent besoin de moins de force. Si ces machines sont mises en mou- 
vement par la force de la vapeur, elles consumeront moins de cokes, a cause 
de la continuile de leur travail, et la force de courants d’eau est ici exploi- 
table sans dilficulte; et me&me la force du vent, celle-ci au moins par sup- 
plement aux autres forces disponibles. 

Secondement. En rarcliant Fair, on ne perdra pas chaque fois avanl 
les departs des wagons plusieurs minules pour obtenir la force motrice: aussitöt 
qu’on aura ouvert le robinet du tuyau de communication, l’air se preeipiltera 
avec vehemence du tube de propulsion dans le reservoir vide. 

Troistemement. La tension de l’air dans le tube de propulsion pourra 
etre beaucoup mieux reglee par le robinet que par l’action immediate de 
la machine. 

Quatriemement. Au moyen des reservoirs, on pourra produire aise- 
ment et sans effort momentane de la machine, un surplus de force, qui pourra 
etre necessaire; surtout au commencement du mouvement, pour engendrer la 
vitesse. Cela, a defaut de röservoirs, n’est pralicable qu’avec un grand effort 
additionel de la machine, pour lequel il lui faut une force plus grande encore. 
Cela sera l’objet d’une explication ulterieure ($. 26). 

Mais il s’agit de savoir si les reservoirs ne seraient peut &@ire pas tel- 
lement coüteux, que les frais de leur etablissement et de leur enirelien ne fussent 
superieurs a l’economie qu’ils semblent offrir. Il est vrai que, m&me dans ce 
cas, ils conserveraient encore les avanlages enumeres ci-dessus, mais on voudra 
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savoir, si peut-eire ces avantages ne seraient pas payes trop cher. Pour 
decider cetle question nous aurons ä faire voir la possibilit@ des röservoirs et 
leur construction. Puis nous aurons ä calculer l’effet des machines pour le cas 
des reservoirs. 


Construction des reservoirs. 


l. Pour le cas de la rarefaction de Vair. 


20. 

Dans ce cas, il faut des reservoirs dans lesquels l’air soit rarefie comme 
dans le tube de propulsion, mais a un plus haut degre. Car aussitöt qu’on 
ouvrira le robinet du tuyau de communication, l’air atmospherique contenu dans 
le tube de propulsion se repandra dans les espaces du tube et du reservoir 
combines, et cela, m&öme avant le depart des wagons; puis pendant la course 
des wagons, le reste de l’air contenu dans le tube de propulsion entrera encore 
dans le reservoir, et par tout cet air, la tension de l’air dans le reservoir ne 
doit pas elre augmenlee au dessus de la tension necessaire pour produire la 
force motrice, c’est-a-dire au dessus de 1— u. Si l’on veut que les reser- 
voirs suffisent a plus d’une seule course, sans &tre vides de nouveau, pour 
pouvoir preter encore leur service dans le cas d’aceidents arrives a la machine 
pneumatique, il faut, ou y rarefier l’air a un degre plus haut encore, ou en 
augmenter le volume. 

Supposons que les reservoirs soient capables de recevoir l’air du tube 
de propulsion pour & courses, sans que par cela la tension de l’air rarefie qu’ils 
contiennent soit augmentce au dessus de 1— u, il faudra qu’apres y avoir 
introduit &» metres cubes d’air atm. l’air qu’ils contiennent alors n’ait encore 
alteint que la tension 1—u. Car suivant ce qu’on a fait voir ci-dessus, 
up met. eub. d’air atm. doivent &tre Eepuises avant le depart de chaque train, 
et (1—ıu)p met. cub. d’air atm. pendant chaque course, ce qui fait en tout 
p met. cub. d’air pour chaque course, et &» met. cub. pour & courses. Main- 
tenant si l’on designe par 5 le volume des reservoirs et qu’on suppose que la 
machine pneumatique en ait epuise vb met. cub. d’air atm., de sorte qu’il n’y 
reste que (I—»v)b met. cub., il faut que ep met. cub., ajoules a ce reste, ne 
produisent que la tension 1— 1 de Fair dans les reservoirs, ce qui aura lieu si 
alors il ne se trouve en tout dans les reservoirs que (1—u)d met. cub. d’air atm. 
II faut done que 


43. d-r)b-+-ep = (l1—u)b. 
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Dela on tire e» = |r — u)b et 


4a. bb Pr. 


v— u 
Voilä le volume necessaire aux reservoirs. 
En supposant comme ci-dessus «== 4 el que l’air dans les reservoirs 
doive &tre rarefie jusqu’a la tension 1—r=!, de sorle que v == ?. la for- 
mule (44) donne 


45. b — e == dep. 


6 2 
Done pour == 1 course les reservoirs doivent avoir 3 fois, pour &==2 courses 
6 fois la grandeur du tube de propulsion. 

Pour donner un exemple, nous pourrions de nouveau recourir au chemin 
de fer de Dublin, mais comme ce chemin. a cause de son peu de longueur. 
serait irop favorable au systeme des reservoirs, nous supposerons plutöt un 
cas, tel qu'il s’en pr6senlerait sur les grandes lignes. 

Soit la longueur du tube de propulsion = 7532,4 met. (un mille de 
Prusse), son diamelre comme ci-dessus — 0,366 met. Le volume de ce 
tube est 824,3 met. cub. Ajoutons y 3,1 met. cub. pour la rentrce par la 
soupape, qui est ici moins considerable. vu quelle n’a lieu que pendant la 
course, nous aurons 

46. p == 824.4 met. cub.: 
done suivant (45) 
47 b — 2473.2 met. cub. pour une course et 
b — 4946,4 met. cub. pour deux courses. 

Il suffira si le reservoir fait son service pour deux courses sans elre 
vide de nouveau. Done, il faudrait a un seul reservoir 49464 met. cub. de 
volume. Mais deux reservoirs, de 24732 met. cub. de volume chacun, seront 
preferables pour les cas d’acceidents. 

Un reservoir de 24732 met. cub. de capacite pourra eire construit en 
maconnerie de moellons ou de briques ordinaires, la ou il ne se trouve poinl 
de rocs solides dans lesquels on pourrait creuser le bassin. La magonnerie 
ordinaire et une voüte en briques d’une epaisseur suffisante pour en assurer 
la stabilite. sera sans doute assez solide pour resister a la pression de lair. 
qui va ici de dehors en dedans. Egalement cette magonnerie sera impenetrable 
a lair. Les figures 11 et 12 representent la forme qu’on pourrait donner 
aux reservoirs. Le diametre de la voüte pourra @tre de 9,4 met.. son epais- 


- 
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seur de 9,4 deeimetres. Alors la partie du milieu se trouvera avoir une 
longeueur de 27 met. La masse de la maconnerie dans tout le reservoir est 
de 1254 met. cub. Le prix du metre cube de maconnerie en briques est. ä 
Berlin par ex.. de 20 fr. environ. Supposant 24 fr., a cause des autres de- 
penses, de terrassement, du reerepissage des murs ete.. nous aurons 30 000 fr. 


pour un reservoir, et 60.000 fr. pour les deux. 


I. Pour le cas de la compression de Pair. 


21. 


Dans ce cas il faut introduire a chaque course (1--«)p met. cub. d’air 
dans le tube de propulsion et (1 --«)ep mel. cub. pour & courses. Pour ob- 
tenir ce resultat au moyen des reservoirs, il faut que l’air dans ces reservoirs 
soit comprime a un plus haut degre que 1--«, et a un degre tel qu’apres 
avoir depense (1 +u)sp melres eub. dair alm., la tension de l’air qui y reste 
ait encore la tension 1--.. necessaire a celui du tube de propulsion. Si 
done Yon suppose que la machine pneumalique ailt introduit dans le reservoir 
vb met. cub. alm., de sorte quil s’y trouve (1--»)6 met. cub., il faut que 

8. d-+n)d—(i1+u)ep = (1-+u)b, 


et cela donne 6 v —u)=(1--u)ep el 


Pa WERE SR 


VvV— U 

Üest la la capacite dont a besoin le reservoir pour pouvoir fournir 
air necessaire a & Courses. 

La maconnerie est absolument impropre a un reservoir d’air comprime, 
möme d’une tension de 4 almosphere seulement. Car quelque bonne que soit 
une voüte pour resister ä une pression de dehors en dedans, elle est tres im- 
puissanle a resister aA une pression, meme faible, de dedans en dehors. La 
pression d’une demi-atmosphere seulement equivaut deja a une force de 
5000 kilogr. par metre carr& (15), et la voüte devrait avoir pres de 3 metres 
d’epaisseur pour n’etre pas soulevee ou cerevee par la pression. Donc sil ne 
se trouve pas des rocs solides pour y creuser les reservoirs, il n’y a que le 
fer qui y soit propre. 

Le volume necessaire aux reservoirs. comme le fait voir (49), est d’au- 
tant moindre que la compression de l’air est plus forte. A la rigueur, il faut 
seulement que » soit plus grand que u, et il est d’ailleurs evident que toute 


compression superflue cause une perte de force; parceque lair comprime 
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dans le reservoir se dilate en entrant dans le tube de propulsion. Done si 
"on voulait comprimer lair dans le reservoir a un plus haut degre que de 
necessitle, ce ne serail que dans le but d’avoir des reservoirs moins grands. 
La perte de force peut, a la verile, elre plus ou moins compensee par l’eco- 
nomie que presenteraient alors les frais de construction des reservoirs. mais 
il s’agit ici de la proporlion qui est la meilleure. D’abord il est bon d’ob- 
server que le monlant des depenses de construction peut elre amortise, tandis 
que celles de la production d’un surpius de force durent toujours. Done 
deja par celle seule raison, on fera bien de lixer la tension » de l’air dans 
le reservoir a un degre aussi faible que possible, ei d’augmenter plutöt la 
erandeur des reservoirs. 

Puisque par cette raison. il est bon d’avoir des yrands reservoirs. la 
töle laminee v sera plus propre que la fonte; et puis plaszeurs reservoirs d’une 
srandeur mediocre, tant a cause de la plus grande faciliite de construction. 
qu’a cause des accidents d’explosion, seront preferables a un seul bassin don! 
la grandeur devrait elre enorme. Nous supposerons que les reservoirs doiven!t 


avoir la forme de cylindre,. avec des demi-spheres aux deux extremiles, e 





quwils doivent eire en töle de fer d’une Epaisseur de 2.18 millim. (1 ligne. 

mesure de Prusse). Alors les deux parois du ceylindre presenteront une aire 

de 43.6 cenlim. carr6es par melre de longueur du luyau, ei comme la cohesion 

du fer est 4794.6 kilogr. par cenlim. carrö, la töle resistera ä la pression de 
l'air avec une force de 43,6-4794,6 = 209044 kil. par metre de longueur. 
Mais il faut que cetle resistance soit au moins /riple de la force expansive 
de l’air: done cette force ne doit s’elever qu’a 69651 kilogr. La tension d’un 
fluide elastique enferme dans un cylindre tend, comme on sait, ä crever le 
cylindre, avec une force @gale a la pression quelle exercerait sur un plan 
reclangulaire, dont la longueur est celle de l!’axe du eylindre, et la largeur son 
diametre. Done en designant ce diametre par Ö', la lension de l’air atmosphe- 
rique comme ci-dessus par 0: la pression de la tension de v almospheres 
est ici = vo par melre de longueur. Supposons que le eylindre doive avoir 
1,853 met. (6 pieds de Prusse) de diameire, cette pression est de v-9415- 1,553 
— 17030. kilogr. et il faut done que 17050.7 soit = 69681, ce qui donne 
»— 4, d’oü l’on voit que les parois en töle de ler de l’epaisseur de 2,18 millim. 
donnees A un eylindre de 1,85 mel. de diamelre peuvent resisler a une pres- 
sion d’environ 4 atmospheres, et celte resislance sullira ici. Supposant — 
la longueur du cylindre, les demi-spheres aux extremiles y comprises: 

5 * 
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u (1. dd’) And? — Fund’ (3I—0) est son volume el 
ad —I)- nöd? —= nöl sa surface. 
Pour == 6,27 met. (20 pieds), le volume est de 15,736 met. cub. et 


la surface de 37.13 met. car. Le poids d’un met. carre de töle de 2,18 mill. 
d’epaisseur est d’environ 19 kilogr., et le kilogr. coüte, le travail et les rivets y 
compris, 2 fr.. done le metre carre de surface revient a 38 fr., et le cylindre 
a 1410 fr.; soit 1500 fr. On trouvera le nombre des cylindres necessaires. 
si Pon divise par 37,13 les valeurs de d (49) calcul&es pour les differents v. 

Cela donne, en supposant comme ci-dessus u=4, e =? et p= 
244 (46), les resultats suivants: 


Valeurs de b. Nombre des cylindres. Frais. 
{Pour v=2 ... 1648,8 met. cub.... 105... 157500 Ir. 
15. - v—=2...12366 - - ... 9... 1850 - 
. ya 9493 - - ...653... 94500 - 
\- v3... MA - 2. BB: ER - 


l.a force necessaire des machines pneumatiques et leurs frais, augmentent 
done a mesure que le nombre des cylindres et leurs frais diminuent. Les re- 
sultats du calcul des effets des machines apprendront laquelle des valeurs de v 


est la plus avantageuse. 


Machines pneumatiques pour le service des reservoirs. 


Premier cas. Machines pour la rarefaction de Pair dans le tube de propulsion 
et duns les reservoirs. 
22. 

A. Suivant ($. 16. ©. 14.) le moment de la force necessaire pour 
reduire par n coups de piston (chacun de A metres cubes de volume) la ten- 
sion 1-4 (iei 1— u) de l’air dans un bassin du volume p (ici 5) a la tension 
I— u (iei 1—rv) est 

52. M, = o[kn—b(r— uw], 


et suivant (6 et 7) ona n 
(1 IL et 


3. &k 
lee 1 —w)—legi—m) 





| 





54. n — 


logb — log(b — k) 
Par (53) on voit que k est d’autant plus pelit que n est plus grand, 
et que par consequent le corps de pompe % peut &tre d’autant plus petit que 





— 


5. Sur Pappl. de Pelasticite de Pair atm. comme force motrice sur les chemins de fer. 37 


les coups du piston sont plus frequents. Les quantites k et n sont arbilraires 
dans de certaines limites techniques. Il s’agit done de trouver la valeur de k 
qui, avec celle de » y relative, donne le plus petit moment possible M.. 
B. Seulement, le premier terme kn de l’expression de M, (52) de- 
pend de k et n, et dans l’expression de n (54) le denominateur seul de la 
fraction depend de A. Il ne s’agit done que de chercher quelle est la valeur 
de k dans kn qui en (54) donne 
. k 
. glg 
La premiere differentiation de (55) donne 
1 k 1 


—- min. 











et de la on tire 

. k b 

97.  logb—log(b —k) = a A log, 
ie Wc d nu0z RER GOBE. UBER... sn... 
Gelte equalion determinera k. Supposant ET RS ii ” 
u am — 1--x, done (57) se change en 


98. log(1-+x) = ze. 
Il n’existe que la valeur zero de x qui salisfait cette @qualion. Mais il reste 
encore a savoir Si celie valeur donne un maximum ou un minimum. Dilfe- 
rentiant de nouveau (56) on trouve 
sg (k— 2b) (logb — log(b—k))+2Kk 
(d—k)?(logb— log —h))? ° 
et en y mettant la valeur de loegd —log(b—k) (57), 
r k ' 
| (k— 2b); + 2h 
60. 3 u ie 
(b—k)? ——— 
(b— k)3 
La differentielle de kn du second ordre est donc toujours negative, et par 
consequent la valeur O de k donne un maximum, et non pas un minimum; 
et puisqu’il n’existe qu’une seule valeur de 4, il n’existe point de minimum, 
et il ne resulte de ces calculs que la preference des corps de pompe grands 











aux pelits. 
C. Le temps destine a l’&puisement de l’air est determine, et la vitesse 


du mouvement de la pompe est principalement soumise aux exigences de la 
pratique. On aura donc ä fixer arbitrairement la valeur de n, mais on la 
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supposera aussi pelite que possible, pour donner ä k une valeur aussi grande 
que possible; puis on aura pour lrouver A Vexpression 


n 


> . | r v »- . . b: 
61. b—k —= b\ 0. -) (6). ou bien aussi celle -ci: 
62. loge(b—k) — loeb rin hg — log 1— u)]. 
> & | N h © , N / 


D. Avant de passer a application de ces formules a l’exemple ci- 
dessus. il y a encore ä faire la remarque suivante. 

l,es reservoirs doivent faire leur service pour plusieurs courses, avanl 
que d’etre vides de nouveau: dans l’exemple ci-dessus pour deu. courses, el 
il doit etre elabli dew.sw reservoirs. 11 y a donc deux manicres differentes de 
se servir des reservoirs. On peut laisser entrer Fair du tube de propulsion 
toujours dans le meme reservoir, de sorte que l’autre n’est qu’un bassin de 
reserve, dans lequel Fair conserve loujours la meme tension, et que la re- 
duction de la tension de Fair de 1— u al—r n’est operee que toujours dans 
le zndıne veservoir: ou bien, on peut laisser entrer l’air du tube de propulsion 
a moilie dans l’un et a moilie dans l’aulre des deux reservoirs, de sorte que 
la pompe agit toujours sur les deux reservoirs en m&me temps, et y reduit la 
tension de Yair de 1I— {u --r) a (l—rv). Ces deux cas seront a apprecier. 
et nous venons maintenant a l’exemple 

FE. Supposons 12 courses a faire par jour sur le chemin de fer, 6 pour 
"aller. et 6 pour le retour. C’est dejä beaucoup, car il v a des chemins de 
fer. ou l’on ne fait par jour que 6 courses, ei meme 4 seulement. Nous sup- 
posons le cas le plus defavorable pour les reservoirs, savoir que les courses 
w’auront pas lieu pendant la nuil, et que sur tous les points de la route, le temps 
des courses ne devra elre que de 12 heures. Alors le tube de propulsion 
aura a exercer sa force 12 fois par jour, et par consequent lair y devra 
öire rarelie en moyenne pendant une heure. Il n’est pas de rigueur ici, que 
les intervalles des courses soient precisement d’une heure. Ils peuvent &ire 
inegaux, et aller meme jusqu’a deux heures, puisque les reservoirs sont suf- 
fisanis pour deux courses. 

FF. Supposons que la pompe, a-peu-pres comme celle de Dublin. donne 
20 coups par minute. Alors on a 

693. n —= 60:20 = 1200. 
Dans le premier des deux cas (DD), ou la pompe doit lirer l’air tou- 


jours du meme reservoir, on a dans l’exemple (20) b=2473.2, u=1.v=3, 
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et la formule (62) donne 

64. k — 2,164 met. cub., 
ia formule (52) donne 

65. M, = 16647257. 

Dans le second cas, oü la pompe doit agir sur les deu. reservoirs. 
on a 5—=4946.4. u=3, v=} et suivant (62 et 52 

66. k — 2,566 met. cub. et 
67. M, = 21235706. 

Done pour le premier cas, le corps de pompe peut @lre moins grand, el 
le moment de force est egalement moindre que dans le second cas. Il est done 
preferable de faire agir la pompe sur le meine reservoir, bien que dans le 
second cas. oü la machine agit sur les deux reservoirs, elle fonctionne sous 
des pressions moins variable. L’inegalit& de la resistance qu’elle eprouve 
doit &tre Egalisee par la disposition de la machine, par les volants etc. Nous 
adoptons donc le premier des deux systemes, savoir de faire agir la machine 
toujours sur un seul reservoir, en gardant l’aulre en reserve. 

@. Le nombre de chevaux est ici suivant (18) 

68. nn, = Mr. 
prT 
Le nombre = des secondes, pendant lesquelles la rarefaction de l’air doit etre 


effectuce est 
69. r — 60:60 — 3600. 


CGela donne en vertu de (65 et 68) 

0. m—= TS. 
Done on aura besoin iei d’une machine de la force de 78 4 „1,7386 che- 
vaux, ou plutöt de deux machines de 43 chevaux chacune, ei d’un corps de 
pompe de 2,164 met. cub. de volume, ou, ce qui vaut mieux, de deux corps 
de pompe de 1,082 met. cub. de volume chacun, donnant 20 coups de piston 


par minute. 


Second cas. Machines pour la compression de air dans le Tube de propulsion 
et dans les reservoirs. 


23. 
A. Chaque coup de piston de la machine pneumatique introduit / met. 
cub. d’air atm. dans les reservoirs dont la capacite est de 5 met. cub. Sup- 
posons — 1-14 la tension de l’air dans les reservoirs, avant le commencemen! 
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de la compression, de sorte qu’il s’y trouve deja (1--%)5 met. cub. d’air atm., 
et = 1+-r la tension de l’air qui doit etre produite par n coups de piston de 
la pompe. Alors il faut que 

71. A+Nb+nk = (1-+v)b, 
et cela donne 


2. nn =(vr—i) 2 


ine 


B. Apres le x" coup de piston, il se trouvera (1-+%)5b -- «rk met. cub. 


Er ET ne, 
) b 


me = ® ’ . u. \ I 
Avant le x" coup de piston, la tension n’est que de 1--4-- (al); donc la 
) , 


,„ et la force qui agit sur le piston de 


d’air atm. dans les reservoirs, dont la tension sera 





1 


tension moyenne est de 1+4--(2—}) 


=|% 


dedans en dehors est —zo(1 + h+ (2 — 9»), tandis que celle qui agit de dehors 
en dedans est =xz0o. Done la force necessaire pour faire descendre le piston 
a Pr" coup de piston est 


\ 


78. | ea (r +@ 97) kilogr. 

Designant maintenant, comme dans ($.16. C.), par 4 la hauteur de la 
course du piston, de sorte que Ax—=%k, par v la vitesse du piston, el par / 
la durce d’un coup, de sorte que v!—=A, l’expression (73), multipliee par v, 
donne le moment de la force pour une seconde, ei multiplicee par v!—A, 
le moment de la force pour un coup de piston. Le dernier est donc, Az 


elant =Ä, 
14 — ko len 
‘4. —— Ö 1 \ 2/% m 
Cette formule, en y donnant a x successivement les valeurs 1,2,3,.... n 


et en prenant la somme des resullats, donnera le moment entier que nous 
designerons par N. On obtiendra 
78... tolna+(in(n +1)—}n) =] _— nko(2- 20). 
et en y mettant la valeur de n (72), 
76. N — ov—A)b(A+4v—4)) Bu RR). 
C. lei se presente la möme question que dans ($. 22.), celle de savoir 
si. dans le cas ou. comme ci-dessus le double du volume des reservoirs est 


disponible, il vaut mieux laisser descendre ä chaque course la tension de l’air 
contenu dans /a moitie des reservoirs jusqu’a 1-+-u, ou bien de ne laisser 
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descendre la tension de l’air de la Zofalite des reservoirs que jusqu’a la lension 
de 1-+-4/u-v). 

Pour le premier cas, il faudra d’abord mettre dans (76) = u. 4b au 
lieu de d, et puis A=4(u-+r). Donc on a: 
177. N = 4ob(v— u)(v-+-u) pour le premier cas el 
78. N = tob(r— u)($r--4u) pour le second. 





Or 37 -+-3$u est toujours plus grand que v -+- u, car l’inequation dv H4u>r-tu 
donne » > u, ce qui a toujours lieu. Donc la premiere des deux disposi- 
lions est la meilleure. 
D. On a done pour A—=u., en meltant 45 a la place de b, 
79. N = tob(r— u)(r u). 


En substituant ici la valeur de 5 (49), on obtient 


Bu Nie bo ep +) — toep(l--u)(vr u). 
En designant comme ($.17. B.) par £ le nombre des secondes et par m, le 
nombre des chevaux, de sorle que 
Si. mtpy—=N, 
on obtient 





82 . == nnd 2 in id 
32. i . 
E. Coelte expression fait voir que, comme nous l’avons dit $. 21, la 


force de la machine doit &tre d’autant plus grande que » l’est, si pour dimi- 
nuer le volume des reservoirs on veut y comprimer plus fortement lair. On 
pourra maintenant fixer la valeur de » la plus avanlageuse. 

Supposons comme ci-dessus p — 824,4 mel. cub. (46): u = 4: 
!—= 3600 (69), la formule (82) donne 

3m —= RArk(r--4). 

Done pour v—2, 24.3 et 34, le nombre de chevaux nccessaires, y compris 
un surplus de 10 pour cent, est 0, — 76, 91, 106 et 121. Les machines, avec 
ces forces, ou plütöt deux machines ayant chacune la moitie de la force, cou- 
teront 71250, 86250, 97500 et 105000 fr. Donc le resultat, y compris 
celui (51), est le suivant: 


Voluine 
des reservoirs. 





Nomlres en Frais 
Frais pen 
des " des machines Totaux des frais. 
des eylındres. s 
cylindres. a vapeur. 


Pour v=2 ,..1648.8...105... 157500 fr. 71250 fr. 228750 fr. 
- v=?21...1236.6... 79...118500 - 86250 - 204750 - 
- v=3 ... 99,3... 63... 94500 - 97500 - 192000 - 
- v—d4... 824.4... 93... 79500 - 105000 - 184500 - 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIl. Heft 1, 6 


54. 
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D’apres ces resultats, le total des frais d’etablissement serait le moindre 
pour la tension la plus forte v— 3}. Mais l’economie de 228750 — 184500 
= 44250 fr. est trop peu considerable, pour n’etre point amplement compensee 
par lexcedant des depenses du chauffage que demandent &ä perpetuite les 
machines plus fortes. Il sera done mieux de fixer la tension de l’air a v —=2. 
au lieu de v plus grand. 





F'. Les formules (72 et 84) donnent le volume k du corps de pompe 
necessaire pour v—?R2 et n— 1200 (63). On obtient 


85. k = 1,03 met. cub. 


Done il faut ici deux machines a vapeur de la force de 38 chevaux 
chacune, et un corps de pompe de 1.03 met. cub. de volume dans lequel le 
piston donne 20 coups par minute. 


Comparuison des deux dispositions, avec ei sans reservoirs. 
a. Premier cas. Rurefaction de Pair. 


24. 

Les paragraphes 22 et 23 presentent les calculs a faire pour un tube 
de propulsion de 7532,4 met. de longueur et de 0,366 met. de diameltre, et 
pour le cas de reservorrs. Pour comparer les resultats de ces calculs avec 
ceux du cas ol des reservoirs n’existent pas, il faut encore calculer ces re- 
sultats. A la verite ils ont ete deja calcules pour le tuyau de Dublin, mais 
non pas encore pour le tuyau suppose& ici. 

A. Suivant (10), pour epuiser du tube l’air qui y est resie encore 
apres l’eEpuisement partiel qui a prepare la course du train, il faut que la 
machine pneumatique donne 


oe RR „A 
k 


coups de piston pendant la course des wagons. 


Il est vrai qu’ordinairement on ne marchera qu’avec une vitesse de 
8,37 met. par seconde (4 milles de Prusse par heure ), mais il faut que la 
disposilion des machines soit telle qu’une plus grande vitesse soit possible, 
de 16.74 met. par sec. au moins, comme ä Dublin. Dans ce but, il faut que 
le reste de l’air puisse elre epuise en $ d’heure ou 74 minutes, c’est-a- dire 
par 150 coups de piston de la pompe, si on Jui suppose comme ci-dessus 
20 coups par minute. Donc n dans (86) est — 150, et cela donne, p» elant 
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— 821,3 met. cub. ($. 20), 
7. k=n—55; 


7) 
done il faut que le corps de pompe ait 5,5 met. cub. de volume, ou plutöt que 
deux pompes en aient 2,75 met. cub. chacune. 
Cela substitue dans (9.) donne 


3. nn —= gt — 103 
: logs21,3 — log 815,8 ö 


de sorte que la machine pneumatique operera par 103 coups de piston, el par 








103 0 Re : : \ 
suite en 5, —» minutes l’epuisement partiel quelle doit eflectuer avant le 
depart des wagons. 


B. Le nombre de chevaux necessaires pour cet @puisement est sui- 

vant (20.) 
9. me — (kn — pu). 
gr 
Comme cet epuisement doit etre opere suivant (88) par 103 coups de piston., 
chacun de 3 sec., on a ii 7=3-103—= 309. Puis on a n= 103 (89). 
k—=5,5 (5), p= 821,3 et u—= 4. Ces valeurs, ainsi que celles de o (15) 
et p (16), etant substituees dans (89), donnent 
0. m = 70; 

done 70--0,1-70 = 77 chevaux sont necessaires pour l’epuisement de lair 
avant le depart du train. 





C. Le nombre de chevaux necessaires pour l’eEpuisement de l’air pen- 
dant la course du train est suivant (30) 


1. m. — 
2 tp ’ 
et ? est ii =[14 min. —=450 sec. Cela donne 


92. m, — 147, et y ajoute 10 pour cent, m, — 162. 

D. Donc pour pouvoir effectuer l’puisement de l’air du tube de ma- 
niere qu’une vitesse du train de 16,74 met. par sec. (8 milles de Prusse par 
heure) soit possible, dans le cas oü @/ n’eriste pas des reservoirs, il faut deux 
machines a vapeur de la force de 81 chevaux chacune, et deux machines pneu- 
matiques chacune avec un corps de pompe de 2,75 met. cub. de volume. Les 
deux machines a vapeur coüleront environ 124 000 fr. 

Dans le cas de reservoirs, deux machines a vapeur de la force de 
43 chevaux chacune, et deux machines pneumatiques ayant chacune un corps 

6 %* 
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de pompe de 1,082 met. cub. etaient necessaires suivant (70). Le prix de ces 
deux machines sera d’environ 71 000 fr. Les reservoirs coüteront suivant ($. 20) 
60000 fr. Cette somme de 131000 fr. ne depasse celle ei-dessus que de 
7000 fr., et ces 7000 fr. pourront deja &ire &economises par la grandeur 
moindre des machines pneumatiques, de sorte que la disposition avec re- 
servoirs ne coülera pas plus que celle sans reservoirs. Les frais de l’exploi- 
talion ne seront pas plus forts non plus, parceque le chauflage des machines 
plus faibles pendant 12 heures, ne coülera pas davantage que celui des machines 
plus fortes pendant 12 minutes, pour chacune des 12 courses, ce qui exigera 
au moins un chauffage de 5 heures. Done on obtiendra les avanlages des 
reservoirs mentionnes $. 19 sans pertes, et par cons@quent l’emploi des reser- 
voirs presentera des avanlages inconleslables. 


bh. Second cas. Compression de Pair. 


25. 
A. lei la grandeur necessaire du corps de pompe est, suivant (34) 


93. k= (i+W)f 


n’ 
parceque l’air doit elre epuise pendant la course des wagons par n coups de 
piston, a etant ici = 150, suivant ($. 24. 1.) (93), done 
94... k = 825. 

Done il faut avoir ici deux corps de pompe, chacun de 4,13 met. cubes de volume. 

B. La formule (39) donne le nombre »n, des chevaux necessaires, 
et la course du train devant &ire faite en 74 min.. de sorte que = 171.60 
— 450 sec.,. on trouve 


0 1 BE 7% . ‘ ‘ 
95 m PU TR — 220, et en y ajoulant 10 pour cent, »2,— 242 chevaux. 


Ip 
©. Done sans reservoirs, il faut deux machines ä vapeur de la force 
de 121 chevaux chacune, et deux corps de pompe de 4,13 met. cub. chacun. 


Les deux machines a vapeur coüteront environ 161 000 fr. 

Avec reservoirs, deux machines a vapeur de la force de 38 chevaux 
chacune, et 105 reservoirs de 1648,8 met. cub. de volume etaient nö&cessaires 
suivant $. 23, et coüteraient ensemble 228750 fr.; mais il suffisait de deux 
corps de pompe de 1,082 met. cub. de volume chacun. 

A la verite, on n’economisera ici par les pompes plus faibles qu’une 
partie de la somme de 67 750 fr. que coütent en plus les reservoirs, et le chauffage 
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des deux machines de la force de 38 chevaux pendant 12 heures, ne coütera 
pas moins non plus que celui des deux machines de la force de 121 chevaux 


pendant 12 fois 74 min. ou 14 heure: cependant le surplus de depense est 
relativement beaucoup trop faible, pour qu’il puisse faire regrelter de payer trop 
cher les avantages des reservoirs; donc aussi, dans le second cas, savoir dans 
celui de la compression de l’air, les reservoirs seront avantageux. 

Bemarque. Nous ne devons pas omeltre ici une circonslance qui se rap- 
porte a la voiesse de la course du train, qui n’a pas eie encore prise en consi- 
deration dans les calculs ci-dessus. Une force dynamique est encore necessaire 
pour engendrer la vitesse, el celte force ne sera caleulece que plus bas. Mais 
ici, ou nous n’avions a faire qu’une comparaison des resultats pour les deux 
cas de l’existence et de l’absence des reservoirs, il ne s’agissail pas de celte 
force dynamique, parcequ’elle est la meme dans les deux cas, et qu’elle peut 
etre regardee comme comprise dans la force du piston de propulsion. 

26. 

C’est ici l’occasion de parler plus en delail du quutrieme avanlage des 
eservoirs, menlionnes $. 19, avantage qui ne pouvait &etre mis dans tout son 
jour avant d’avoir elabli les principes et les formules necessaires. 

A. D’abord, si dans le premier cas, celui de la rurefaction de lair 
dans le tube de propulsion, on a epuise des reservoirs, dont le volume est 
H%. be —_, 

v—u 
vb mel. cub. d’air almospherique, le robinet du tuyau de communication entre 
les reservoirs et le tube de propulsion, doit &lre ouvert jusqu’a ce que «up mel. 
cub. d’air aim. soient passes du tube de propulsion dans les reservoirs. Alors 
la tension de l’air dans le tube de propulsion sera baissee par la jusqu’a la 
tension de 1— u atm., et le piston aura la force de « alm.. force necessaire 
pour le commencement du trajet. Apres cela, seulement au moyen du robınet, 
on pourra faire passer le reste de l’air du tube de propulsion dans les reser- 
voirs, ä fur et a mesure que la force du piston de propulsion devra rester 
constante, ou &ire augmentee ou diminuce. Cela sans reservoirs, ne pourrait 
etre effectue pendant le trajet que par les machines pneumaliques memes; ce 
qui est beaucoup plus difficile. Voila le /rosszeme avanlages des reservoirs, 





enumeres $. 19. 
Mais il peut se presenter le cas oü, au commencement du Lrajet, le 
piston de propulsion ait besoin d’une force plus yrande que u atm. Ü’est le cas 
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ou, au point de depart, on ne peut pas donner ä la voie une pente telle que 
la yravile produise la force dynamique necessaire pour engendrer la vilesse, 
ou le cas oü la route, au point de depart du train, monte au lieu de descendre. 
Si, dans ces cas, il n’exisie pas de reservoirs, l’augmenlation necessaire de 
la force du piston ne peut &eire produite que par une rarefaclion plus forte de 
"air dans le tube, el pour cela les machines a vapeur qui mettent les pompes 
en mouvement doivent travailler plus longtemps. Il est vrai que si les machines 
ont epuise du tube plus de «p mel. cub. d’air avant le trajet, il leur restera 
moins d’air a cpuiser pendant la course des wagons, mais neanmoins il leur 
faut encore la meme force. Car aussitöt que pendant la course, la resistance 
des wagons diminue, ils devanceront l’epuisement jusqu’au retablissement de la 
tension normale de l’air dans le tube, et il faul toujours aux machines la force 
necessaire pour faire face a la resistance normale. Toutefois done on a be- 
soin d’un supplement de force pour produire une propulsion superieure a la 
force normale. 

Ävec des reservoirs au conlraire, il n’y a qu’a prolonger l’ouverture 
du robinet pour produire l’augmentation de la force dont le piston de propulsion 
peut avoir besoin, et on obliendra celte augmenlalion sans &puisement addi- 
tionnel des reservoirs, car toulefois il faut seulement que les reservoirs puissent 
recevoir tout l’air du tube de propulsion, sans que par la, la tension de l’air 
qu’ils contiennent depasse la limite «. D’ailleurs augmentation de force qu’on 
peut obtenir par ce procede est assez considerable. Voici comment. 


Le tube de propulsion renferme p met. cub. d’air atm., les reservoirs 





en contiennent encore (1—r)b met. cub. apres l’epuisement preparatoire. Si 
on laisse se repandre ces p--(1—rv)b met. cub. d’air atm. dans les volumes 


combines des reservoirs el du tuyau, l’air rarefi&e par la n’aura plus que la tension 


RE VEN > ©. ee. 











p+b 

Cela donne 

) p 

1+2 

Mais on a pour une seule course d —= P (44) d’ou P—v—u, et cela 

v—u bh 
substitue dans (95) donne 

u. x atm. 





‚0 v 
 At+tvu 
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Telle est la force qu’on peut donner au piston de propulsion avant le depar! 
du train, et cela seulement au moyen de la prolongation de la durdce de l’ouver- 
ture du robinet, sans addition aucune au travail des machines a vapeur. Dans 
l’exemple ci-dessus nous avons suppose v»—=$ et u—!. Cela donne 2—}. 
et cet x est d’un guart plus grand que «14. Une telle augmentation de 
la force peut @ire tres-utile dans les cas diffieiles. Pendant le trajet iln’ya 
pas de pertes. Veut-on diminuer la force de propulsion, il n’v a qu’a fer- 
mer proporlionnellement le robinet. 


B. Dans le second cas, ou l’air doit elre comprime, il est eviden! 
que si des reservoirs n’existent pas, et qu’au moment du depart ou veuille donner 
une plus grande force au piston de propulsion, il faudra meltre en action une 
force plus considerable des machines. Si au contraire, il existe des reservoirs. 
dans lesquels l’air soit comprime@ ä une plus forte tension que celle exigee par 
la propulsion, comme cela doit etre, il n’y aura qu’a ouvrir un peu plus le robinel 


du tube de communication. Dans le cas ci-dessus, oü l’on a suppose vr —2. 


la force de propulsion «== 4 peut &tre augmentee par ce moyen jusqu’a 72, 
c’est-a-dire qu’elle peut &ire guadruplee. 

Ainsi done, sous ce point de vue aussi, les reservoirs sont avanlageux. 

ll est vrai que les r&sultats de la comparaison des effets des deux dispo- 
sitions, avec et sans reservoirs, seront considerablement modifies suivant les 
circonstances, par ex., si une force plus grande ou plus faible du piston de 
propulsion est necessaire, et par consequent un tube de propulsion plus grand 
ou plus petit mais les resultats pourront toujours etre caleules d’apres les for- 
mules ci-dessus, et on trouvera toujours, au moins pour les cas ordinaires, 


que l’adoplion de reservoirs est ä recommander. 


Systeme N’. III $.4 avec un tube de propulsion sans rainure, 
et enfle devant une roue par de lair comprime. 


a7. 

Ce systeme, quant a ce qui a rapport aux machines, est absolument 
conforme au systeme N°. II. Toutes les formules et remarques ci-dessus y 
relatives, conviennent donc egalement au systeme N°. III. Mais il s’agit de savoir 
si l’air comprim& jusqu’a la tension 1--w produit ici sur la roue A (fig. 7) le 
meme effet que sur le piston de N°. II (le profil du tube de propulsion elant 
suppose le meme dans les deux cas), ou si cet effet est aulre. 
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Soit CFA (fig. 10) la roue. DF'EA le tube de propulsion, AM —=«, 
MP=y,!lare AP=s, CA=r, @4==4h. Lair agit sur Ös, differentielle 
de Farce s, avec la force «ös dans une direction perpendiculaire a la lan- 
gente TQ, car l’exeedant « de la tension 1-+-u de l’air dans le tube sur celle 


| de l’almosphere est la force efleclive de l’air. La force «Os produit suivant 





. . en EN or a‘ . . 
la direction BP une force wo de Os: 5 =uör, et suivant la di- 
$ 
. T » en NP " Ö YV nn .. rn 
reclion N pP une force u0S* EP = UOS- F PT =—uo0 y. La premiere force u X 


est la differentielle de celle qui pousse en avant la roue /f, et par consequent 
le train des wagons, et cela dans leur propre direction: l’autre force uöy 
est la differentielle de celle qui tend a soulever perpendiculairement la roue. 


L’integrale de «ox est wa@r-- const., et comme elle est =0 pour 
2 —0, de sorte que const. —0, et qu’elle doit elre prise pour 2A, lin- 


iegrale totale est 


100. uh = u:-A@. 


Wintegrale de «öy est pareillement wy -- const.. et elle est —= 0 pour 
v0, de sorte que const.—0. Comme elle doit @tre prise pour y= FG 


— y‚2rAh— 4). lintegrale totale est 
101. uyi2rh—#A) = u-F@. 

En multipliant encore (100 et 101) par la Zargeur du tube, on trouve, 
que la force de propulsion agissant sur la roue AR, et par consequent sur le 
train de wagons, esl egale a « fois le profil du tube, et par suite parfaitement 
eyale a celle que l’air comprim& produirait sur un pzsion. L’autre force qui 


'G 
GH Celle 


force delermine le minimum du poids du wagon-conducteur. Done l’air com- 





tend ä soulever la roue est ı fois le profil du tube multiplie par 


prime produit absolument le meme eflfet sur la roue que sur un piston, si le 
profil du tube est le m&me dans les deux cas; el par consequent le systeme 
N’. III, quant a ces effets, ne differe en rien du systeme N’. II. 

Supposons ci-dessus, dans la description du systeme N°. IH. ($. 13.) 
le rayon r de la roue de propulsion, —= 7,54 degim., la hauteur 4 du profil du 
tube, —= 1.57 decim.. on a FG =y(2rk —4)—= 4,17 deeim. el in 
Done dans ce cas. la force qui tend a soulever la roue est Zriple de la force 
de propulsion. En tout cas cette force ne sera toujours qu’une tres-faible 
partie du poids du wagon-conducteur, de sorte quelle ne peut &tre un obstacle 


a l’emploi du systeme: au contraire elle offre encore un certain avantage, celui 


d’alleyer un peu, pour ainsi dire, le poids a transporter. 
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Effets de la force propulsive sur les wagons. 


a. Force necessuire pour le tirage des wagons. 


28. 
A. Soit le poids du train des wagons a transporter . . = ( kilogr. 
La partie de ce poids egale au froltement des roues des 
wagons sur les rails el dans leurs essieux, soil designee par . nG. 
L’angle que fait la voie avec !’horizon . . x 2. 2. —P. 


Si la roule monte, / doil etre pris posztivement, et si elle descend. 
negalivement. 

La force de traclion necessaire soit designee par. . . —=Z. 

B. Le poids Q agit dans une direction perpendiculaire aux rails avec 
une force Qcos 7; donc le froltement que produit cette force et que la force Z 
est destinee a vainere dans sa propre direclion. est = n@cos/. Outre la 
force nOcos?, Z a encore a vaincre la resistance Qsin/? que produit la 
gravite sur le plan incline des rails. Done il faul qu’en cas d’equilibre, Z soil 
—n(cosP--Qsin?, ou bien 

102. Z = O((n--tangP) cos}. 

La direction de la force Z est aussi celle de la force propulsive dans 
le tube. Le facteur cos/ dans (102) sera toujours tres-pres de l’unite, meme 
sur les plus forles pentes de la voie, qui peuvent se presenler. Par ex., meme 
pour une pente de 1 sur 25 ou pour fang — 0,04, on a deja cos — 0,9992 
ce qui ne differe de l’unit@ que de 0,0008 — z3!;5. Pour une pente de I 
sur 40, cos ne differe de l’unitl& que d’un 3226"°. Done sans erreur sensible. 
on pourra toujours supposer cosß —1 et par la l’expression de Z (102) se 


reduil A 
103. Z= (Q/n+tang?). 


D’ailleurs on peut, si l’on veut, se servir aussi de l’expression (102). 


b. Force necessaire pour engendrer la vitesse, 


29. 

A. Une force egale a Z (103) ne suffirait pas encore pour mellre 

en mouvement le train des wagons, elie ferait seulement equilibre ä leur re- 

sistance contre la force de traction de la machine. Il faut encore y ajouter 

une autre force pour produire le mouvement, et pour engendrer dans un certain 

laps de temps la vitesse que l’on desire obtenir. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft. 
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B. Si pendant un temps determine de 7’ secondes, on fesait agir une 
force additionnelle constante, cette force, semblable a celle de la gravite, pro- 
duirait une vitesse unzformement acceleree, et il faudrait laisser agir cette 
force jusqu’a ce que la vitesse demandee füt produite. Mais on preferera 
peul-etre de mellre d’abord le train aussi promptement que possible en mou- 
vement, par ex. pendant le temps ?, et de n’augmenter ensuite la vitesse que 
peu-a-peu. A celte fin, il faudrait que la force propulsive füt au maximum 
en commencant, et diminuät ensuite, par ex. uniformement, jusqu’a zero. 


©. Supposons la force acceleratrice qu’on veut employer de cellte 
maniere pour engendrer la vilesse 
104. zn /E 


de sorte quelle est =g pour E=0 et uniformement decroissante pendant T 
secondes jusqu’a zero. Cette force produit pendant la differentielle O2 du 


y 


. r 1 1 rn E " h) 
temps /, la vitesse ov=2gyg —p 0, g designant la hauleur de 4,9 met. 


d’ou lombe un corps dans le vide pendant la premiere seconde. Donc on a 





/ 1? . 
v—29y ( = ni) -- const., et comme 70 pour {==0, et par suite const. — 0), 
En fr ! rg 
105... @= 2941-57), et zaer Le 7, vg. 


L’espace parcouru avec la vitesse v pendant le temps Oi est ox—=rvöl 


5’ \, Bi s ü 43 
2y4(t- r)i /, d’oüu l’on tire 2=ygl’— 7 


F) —- const. et x elant —= 0 


pour 2=0U et par suite const. =0, on a 
me ge gge(i 7) dt pr = TV, 74”. 

D. Si la force propulsive, au lieu d’etre uniformement decroissante, 
etait constante, on aurait Ov, —=R2yq,öt, v,—=2gg,l et acause de const. —(0, 
107. v=2ggqlt etpour =T, v—=2gqT. 

Puss oa, =vmot—=2ggqtöt, 2, —gyl” + const. et a cause de const. — 0, 
1086. 2, =’ et por t=T, = T". 
E. Le moment M d'une force est le produit de cette force par le 


temps, pendant lequel elle agit. Donc ce moment est dans le premier des deux 


. ‚ . “. r T— ! [a r . 
cas ci-dessus egal a lintegrale de got, el dans le second cas egal ä 


"’integrale de 0. Cela donne, const. etant —=0 dans les deux cas. 
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109. M — ltr 7) et M—=!4T pour t=T dans le premier cas, e! 
110. M,=yt et 4, = g,T pour {= T dans le second cas. 

F. En supposant = ?q,, na M—MH, (109 et 110) et v— v, 
(105 und 107); mais e=}r, (106 et 108), done la vitesse produite dans 
le temps 7' par la force constante q, est la meme que celle produite dans 
ce möme lemps par la force unsformement decroissante depuis 24, jusqu’ä 
zero: les moments des deux forces sont egalement les memes, mais lespace «, 
par lequel la force variable 2gq, a pousse le train des wagons dans le temps 7", 
est d’un &ers plus grand que celui qu’il parcourrait, si la force constunte g, 
le poussait. Done la force variable 2q,, si l’on peut en disposer, serait plus 
avanlageuse que la force constante q,. 

@. La force acceleratrice decroissanle est suivant (105) 

R 
 ; 5 Fe ST 

C'est la valeur qu’il faut a celle force au depart du train, si l’on veut qu’elle 
produise la vitesse v dans le temps T. Deläa on tire pour la force mofrice, 
qui doit agir sur la masse ©: 
r W v0 

Cela suffira, si une vitesse de 8,37 metres par seconde est produite en 
2 minutes; car alors en 3 min. on aura deja gagne une vitesse de 12,56 met.. 
en 4 min. une vitesse de 16,74 met. par seconde. Donc on peut supposer 


dans (112 et 106) v»—8.37 et T—= 2.60 = 120. Cela donne 


1m mag = environ et 
120? 
70 
Donc une force motrice, egale a la 70" partie du poids des wagons, et unifor- 
mement decroissante jusqu’a zero, produit en 2 min. une vitesse de 8,37 met. 
par seconde, et fait parcourir dans ce temps au train de wagons une distance 
de 673 met. 

H. Si l’on ne peut pas disposer d’une force aussi considerable, la 
moitie de la force produit encore &galement en 2 minutes la vitesse de 8.37 met.. 
en la fesant agir sans diminution pendant les 2 minutes, mais la distance par- 


courue alors par les wagons n’est suivant (108) que 


115. = Pa — 505 mei. 


— 673 met. 





114. zZ == 39 
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la difference de ces dislances n’elant pas considerable, la force constante sera 
reellement El a la force double deero:ssante. 


I. Toute augmentalion de la force Z (103) quelle quelle soit, produit 
la fin la vilesse ug mais d’autant plus lentement quelle est plus faible. 
De (107) on lire 


» ® 
116. Te ,——., 
et c’est le temps necessaire a la force acceleralrice constanle q_ pour pro- 


duire la vilesse ®,. La dislance parcourue dans le temps 7 est suivant (108) 
x, —gqT ou, en substituant la valeur de T’' (116), 





v> v 
117. T, = gg: Ag2g? — gg, . 


Si la vitesse v, avail deja existe pendant le temps T, la distance x, eut eie 
parcourue en 








118. == NT = —- see. (117). 
v, 4gqı 
De (116 et 118) on lire 
19. Pax, = Zr a a 
299 8ymı 4949, 
Voilä le temps perdu ä la production de la vitesse v,. Ce em®; est d’autant 
plus considerable que g, est plus pelit. Pour 9, = ri el v, = 9,37 mei. 
comme ei-dessus, on trouve T’— 7", (120) —= 60 sec. —= 1 min.; pour 9 = 24%: 
T—T,==2 min.; pour , = rob0, T—T, = 7,14 min., ce qui dejäa est trop. 
l.a force molrice 4, Q ne pourra done convenablement elre moindre qu a 


Ai. Si la force propulsive de la machine peut etre u, er 
el augmenice, exactement de maniere, quelle soit toujours preeisement egale 
a la resistance Z (100) du train sur tous les points de la route. on n’a besoin 


(112), ne- 


qu’une seule et unique fois de la force additionnelle K — 2 . 


cessaire pour engendrer la vitesse v en 7’ secondes; el cela au depart du train. 
Celle vilesse, une lois obtenue, les wagons parcourront toute la route avec la 
meme vilesse, et sans aucune nouvelle addition a la force Z. Si au contraire 
la force propulsive n’est pas variable de la meme maniere que Z, mais qu’elle 
soit plutöt constanle, ce qui esi generalement le cas des fubes de propulsion 
places entre les rails, une augmenlation reiferee est necessaire chaque fois que 


la vilesse a diminue par l’ascension des penles. 
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c. Moment de la force de traction. 


30. 

A. Le produit d’une force motrice par l’espace parcouru, peut eire 
regarde aussi comme un moment de celle force; suppose que la vilesse soil 
constanle. Ce moment est la somme des forces des chevau.c travaillant pen- 
dant la duree du mouvement, et donne par consequent, divise par le nombre 
des secondes et par le moment de la force d’un cheval relatif a une seconde, 
le nombre des chevaur qui produiraient l’effet demande. Si la force motrice 


est Z, la longueur de la route — ZL, la durece du trajet —=/ sec., le moment 
de la force d’un cheval par seconde comme ci-dessus —g, et le nombre des 
chevaux —= m, on a 

ZL 





120. ZL = myt e m= —. 


Soit par ex. Z= 225 kilogr., L = 3766 met., £=1 h. = 3600 sec., y etanl 
— 58.8 (16), la formule (120) donne m ==4; done 4 chevaux seraient ne- 
cessaires pour Iransporler un poids de 225 kilogr. a une distance de 3766 met. 
par heure. Ü’est ce que 4 chevaux sont capables d’elleciuer ömmediatement, 
car chaque cheval tire 56,2 kil. avec la vitesse de 1.046 met. par seconde. 
Si maintenant on veut que la meme distance soil parcourue en moens de temps, 
les chevaux & la verit@ ne seront pas capables d’eflectuer cela immediatement, 
mais un plus grand nombre de chevaux le pourra faire dans un lemps reci- 
proquement proporlionnel, si on leur fait meltre en mouvement une machine, 
propre a cel effet. Le produit Z4L est toujours la somme des forces des 
chevaux, quel que soit le temps £ pendant lequel ils travaillent. Ce produit est 
done un verdlable moment. 

B. Supposons maintenant —= P,, a, Ps, - . - » les inclinaisons vers l’ho- 
rizon des longueurs successives 44, da, 1,,..... de la voie 4, mesurees 
horizontalement, et 4,, As, Az. .... les hauteurs perpendiculaires de ces ram- 
pes, on a 

181. L=L+b-+L,.... el 
12. A=Uitangf,, A—=Ltangf,, A3—=L,tangf;, ..--. 

Alors le moment (A.) de la force de traclion Z (103) necessaire pour 
vainere la resistance des wagons sur la roule, est L,Q@(n--tang/?,) pour la 
distance Z,, I, Q(n--tang/,) pour la distance Z,, L,Q@(n--tang?,) pour la 
distance L, etc. Done en designant par W la somme de ces momenis, on a 


123. W=O[nL, + nL,-{nL,....-+-L, lang, +L,tangp2-- Lytangp; «..-]> 
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ou bien suivant (121 et 122), 
124. W— O(L+-h,+h,-+h,....). 

En prenant pour rn la tangente d’un angle [, on a 

125. nL = Lian = H, 
et alors H est la hauteur que la route monterait encore en plus qu’elle ne le 
fait peut-eire deja, dans le cas oü loules ses penles seraient plus grandes de 
langle Z£ qu’elles ne le sont elfeclivement. Supposant encore 

16. A+bkh+b....=H, 
on a suivant (124) 

127. W= Q(H--H,). 

C. Comme H, (126) n’est autre chose que l’elevation perpendiculaire 
de une des deux ertremiles de la route au dessus de l’autre, le moment de 
la traction, egale ä la resistance des wagons (127), est celui de la force qui 
serait capable d’elever perpendieularrement tout le poids Q des wagons 
a la hauteur H=Ln, plus ou moins celle H, de l’extremite de la route au 
dessus ou au dessous du point de depart, et cela dans le m&me /emps pendant 
lequel les wagons doivent parcourir la route avec une vilesse conslante. On 
suppose ici que la force de traction est toujours parfaitement egale a la re- 
sistance du train, el m&me que la oü les pentes de la route sont si fortes que 
Zı est negatif, les forces qu’y produit la gravil@ peuvent etre ultilisees et 
ajoulces A la force de traction. Si cette derniere condition ne peut pas &lire 
realisee, il faut exclure les hauteurs negatives h,, pour lesquelles n--tang ?, 
est negatıf, et ne reserver que les autres A, negatives, pour lesquelles n --tang /, 
est encore positöf. Les hauteurs positives h, viennent toujours en caleul. S’il 
n’existe pas des pentes pour lesquelles n--tang ?, est negatıf, le resultat (127) 
ne subit aucun changement. 

D. La leiire n designe suivant ($. 28. A.) la fraction par laquelle il 
y a a multiplier le poids @ du train pour trouver la resistance qu’il oppose 
ä la traction sur une route horizontale. Suivant les experiences on peut 
supposer 

128 nn = „4; = 0,04. 
Cela donne en vertu de (124) 


129. W = 0(--+H)) — 0(0,004L+H,) 


o. A ce moment W il faut encore ajouter celui de la force dyna- 
mique ($. 29), necessaire pour engendrer la vitesse au moment du depart du 
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train. Mais ce moment elant le m@me dans les deux cas que nous allons 
comparer, il peut @tre mis de cöle. 


d. Comparaison des deux systömes N°, I. et II. 


31. 

Generalement la pression de l’air sur les pistons dans les tubes de pro- 
pulsion places entre les rails, ne peut pas &ire inslantanement modifice et 
reglece suivani les besoins, c’est-a-dire suivant les differentes pentes de la 
route. Elle est toujours l’excedant « de la pression de l’air sur les deux faces 
du piston. 

Il est vrai que « peut eire diminue et augmente par la diminution et 
par l’augmentalion du travail des pompes, dans le cas oü il n’existe pas des 
reservoirs, et dans le cas contraire par la diminulion ou l’augmentation de l’ou- 
verture du robinet dans le tuyau de communication entre le tube de propulsion 
et les reservoirs; mais celte varialion de « ne peut etre produite que par le 
muchiniste des pompes ou celui des reservoirs, et non point par le conduc- 
teur du traım. CGependant c’est ce dernier seul qui peut juger si une dimi- 
nulion ou une augmenlalion de la force propulsive est necessaire. On a propose 
d’etablir des telegraphes electriques pour donner au conducteur du train les 
movens d’indiquer znstantanement au machiniste des pompes ce quil a a faire. 
L’experience apprendra si cet expedient est praticable. Mais meme en admetlant 
ce moyen, il resterait encore une difficult& beaucoup plus grande. Car bien 
que le conducteur des wagons ait le moyen de donner ses ordres au machiniste 
en un clın d’oeil, ce que ce dernier est capable de faire, savoir de diminuer 
ou d’augmenter l’eEpuisement ou lintroduction de l’air dans le tube, n’a pas 
egalement un effet instantane; il faudrait aussi que le conducteur des wagons püt 
prevorr ce qui sera necessaire, et cela precisement pour un espace de temps. 
egal a celui dont les manoeuvres du machiniste ont besoin pour faire leurs 
elleis. Mais il est peu probable que, surtout dans un mouvement rapide du 
train, une telle prevision soit possible au conducleur. 

Done une modification de la force propulsive, parfaitement conforme aux 
besoins, ne parait guere &elre possible pour les chemins de fer a tube de pro- 
pulsion. Toutefois, et meme le füt elle, il y aurait encore a craindre des me- 
prises dans la correspondance entre le conducteur ei le machiniste: meprises 
dont les suites pourraient @lre tres-funestes. Il se pourrait qu’au lieu de |: 
moderalion de la force, demandee par le conducteur, une augmentation füt don- 
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nee, ei r&ciproquement; et cela surtout dans les cas ou, pour Epargner les forts 
remblais et deblais, on a donne a la route beaucoup de pentes opposees. Alors 
au lieu d’aceelörer la vitesse ou elle a trop diminuee, elle diminuerait encore 
davanlage, et peut-e£lre le train s’arreterait-il tout-a-fail; et au lieu de diminuer 
une vitesse deja trop grande, elle augmenterait encore et deviendrait dange- 
reuse. Il parait done, que tout ce quil y a a obtenir dans la pratique, et 
que le machiniste est eapable de produire avec surele, est une pression con- 
stante de lair sur le piston de propulsion. Quand cette pression devient trop 
forte, il ne reste au conducteur qu’a la moderer par un enrayement des voitures. 

Supposant done constante la pression de l’air sur le piston, il est clair 
quelle doit encore suffire pour les pentes les plus raides de la voie. Il faut 
qwelle soit telle, qu’avee celle pression, la course des wagons puisse @ire 
elfeeiuee, quand meme la plus forte pente de la roule se prolongerait sur 
foute sa lonyueur. Designons par 9, linclinaison de la partie la plus raide 
de la route vers l’horizon et supposons 

130. tangf. = N.» 
le moment des forces propulsives n6cessaires pour un chemin de fer ä tube 
de propulsion place entre les rails, moment que nous designerons par W,, est 
suivant (123) 
W,; O(nL,+nL,--nL,....--n,„L) ou bien 
131. WW, = LO(n-n,) ou n = 0,004 (128). 
Ce moment pourra surpasser de beaucoup celu W (127 ou 129) des 


| 


forces effeclivement necessaires. Supposons par ex. une voie, dont les deux 
extremites sont au dessus de l’horizon a une hauteur egale, la hauteur A, (129) 
el ty 
132. WW = LOn = 0,004 LQ. 
Supposons maintenant la plus forte pente de la route 2, = 4, = 0.01, (131) 
donne 
133. WW, = LO(0,.01 --0,004) = 0,014 LQ; 

Done Wi, est 3} fois aussi fort que W (132), c’est-a-dire, il faut au piston 
du tube de propulsion un moment de forces 34 fois aussi grand qu'il ne se- 
rait, s’il etait possible d’adapter a chaque moment la force du piston a la re- 
sistance des wagons. Done sur ce point, les chemins de fer a tube de propulsion 
sont beaucoup moins avanlageux que ceux, oü le conducteur des wagons est ä 
meme de moderer ou d’augmenier la force propulsive suivant les besoins: 


comme cela est assez pralicable par les locomotives a vapeur. 
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Le surplus de force propulsive ne peut pas @tre employ& pour marcher 
plus vite. Il faut que la force necessaire pour engendrer la vilesse soil dispo- 
nible encore en sus de ce qui se irouve deja en plus dans le tube, et si l’on 
voulait se servir du dernier pour accelerer encore la marche, la vitesse de- 
viendrait dangereuse. 


e. Diamelre du tube de propulsion. 


82. 
Soit d le diametre du tube de propulsion, la pression de l’air sur le 
piston du tube est alors = 4nd”uo, uw Elant l’excödant de la pression de l’air 


comprime dans le tube sur cette de l’atmosphere, ou l’excedant de la pression 
de celle-ci sur la pression de l’air rarefid dans le tube. La pression Id” u0 
doit etre egale A la resistance des wagons sur la plus forte pente de la route. 
Cette resistance est suivant (103) Z= (Q(n-Hlang „)= Q(n--n,). donc on a 


134. Induo = (nn 


m 


el dela on lire 








135. 0 2y( 2er), 


Tu6 
Soit par ex. le poids des wagons = 77310 kilogr. (1500 quintaux 
de Prusse). Supposons que l’air dans le tube de propulsion doive elre rurefie 
jusqu’a la tension d’une demi-atmosphere, u est —=4. Soit la plus forte penle 
de la route n„= 0,01. Cela donne en vertu de (135), r ctant = 0,001. 
136.  d = 54 cenlimelres. 
Un tuyau de ce diametre serait deja tres-coüteux. Si la plus forte pente elait 
N. == 4! = 0,025, on irouverait m&eme 
137. 0 == 78 cenlim, 
et un tube de ce diametre est presque impralicable. Il est vrai que de moindres 
dimensions suffiraient au diametre du tube, si l’on rarchiait lair a un plus haul 
degre. La limile de la rarefaction est u—=$. Pour u==} on trouve dans 
les deux cas ci-dessus d—=33 et 62 centim.; mais le second est encore trop 
fort. Et puis la rarefaclion jusqu’a «= exige beaucoup plus de force des 
pompes, et l’on perd les avantages des reservoirs medialeurs, qui alors ne sont 
plus praticables. 
Pour ce qui concerne le diametre du tube de propulsion, la compression 
de Vair est de beaucoup preferable a la rurefaction. Car en Comprimant 


l'’air, on peut disposer presque arbitrairement du diametre du tube, parceque 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heit 1, Io) 
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dans ce cas, « peut m&me ötre plus grand que $. De (134) on lire 


138. uv—= 10. 


nö?o 

Supposons un diametre convenable du tube, par ex. de 36,6 cenlim., alors la 
formule (138) donne 

139. u—=109 pour n,—=001l ei 

140. u=1,97 pour n,„== 0,025. 
Ges degres de la tension de l’air sont encore fort pralicables. 

Nous remeltons plus loin ce qu’il reste encore a dire sur les syslemes 

a Iubes de propulsion places entre les rails et sur leur comparaison avec les aulres 
systemes; nous passerons d’abord a l’eiude des deux derniers systemes N“. IV et V 
a locomotwes a air, lesquels different entire eux seulement en ce que les 
reservoirs d’oüu la locomolive lire sa force, consistent au N’. IV, en un luyau fixe 
place entre les rails, tandis que ces reservoirs pour N’. V sont places sur la 
locomotive m&me, et sont par consequent transporlables eux - m&mes. 


(La suite au cahier prochain.) 
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4. 


Beiträge zur Theorie der elliptischen Kuncetionen. 


(Von Herrn Dr. phil. @. Eisenstein zu Berlin.) 
( Fortsetzung der Abhandlung Nr. 14. Band 30. Heft 3.) 





IH. Hernere Bemerkungen zu den Transformationsformeln. 


————— 


I: Nr. I. dieser Beiträge am Schlusse habe ich eine einfache Methode ange- 
eeben, nach welcher man die symmetrischen Functionen der Wurzeln der bei 
der Transformation und Multiplieation vorkommenden Gleichungen und hiernach 
auch die Coöfficienten des Zählers und Nenners der Transformationsformeln 
berechnen kann. In demselben Hefte des Crelleschen Journals, in welchem 
die betreffenden Formeln abgedruckt sind, zeigt Jacobi, dafs dieselben auch 
aus den Theoremen abgeleitet werden können, vermöge welcher dieser be- 
rühmte Mathematiker den Zähler und Nenner der Transformationsformeln durch 
eine neue Transcendente (2 ausgedrückt hat. Man braucht aber zum Beweise 
dieser Theoreme bei Jacob: die vollständige analytische Darstellung der Trans- 
formationsformeln, welche wiederum auf der Periodieität der elliptischen Funetio- 
nen beruht, so wie ferner die Kenninifs des Additionstheorems, während bei 
den von mir angestellten Betrachtungen Alles aus der Differenzialgleichung allein 
direct abgeleitet wird. Hier will ich noch eine andere. höchst einfache Methode 
angeben, durch welche man zu demselben Zwecke, der Auffindung der er- 
wähnten symmetrischen Functionen, gelangen kann, und welche den Vorzug 
hat, dafs sie sich nicht blofs auf die kanonische Form, sondern auf die allge- 
meinsten elliptischen Formen mit derselben Leichtigkeit anwenden läfst. 
Es seien 
g(a) = A+Ba-Ca’-—-Da--Eia, 
vey) = AU4By+Cy’4+Ddy°+Ey 


eanze Functionen vierten Grades von X resp. y, und y eine rationale Func- 


tion von 2: 





Us) 
) Po“ N (a) ’ 
welche der Differenzialgleichung 
| Bun or 
Lo vv)  _Ygie) 


5 * 
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genügt. Der Einfachheit halber werde angenommen, dafs der Zähler U(«) 
vom ten, der Nenner F(xz) vom n— Iten Grade sei. 
Setzt man 
U) = (x —ıa)2 —0)....(@—o,) = (2 —o), 
so wird, da V(x) von niederem Grade als U(x) angenommen worden ist, 
nach der bekannten Theorie der Zerfällung in Partialbrüche: 
(2.) 1... Ze). a Fe 
Y U “w U'(e)(x — «) 
2 (Fear rare, 
Y U(.x) U' (a)? (x —e)? U'(@)’ (2x —e) 
wo die Summation rechts sich auf alle Werthe von « bezieht, und die oben 
angehängten Striche die Differenziation bezeichnen. Diese Formel erfordert, 
dafs alle Wurzeln « der Gleichung UÜ==0 verschieden sind; was hier noth- 


und 











wendig der Fall sein mufs, weil sonst, wie leicht zu zeigen, U und P einen 
gemeinschaftlichen Theiler hätten. Von diesen Wurzeln «@ wird übrigens nichts 
als bekannt vorausgesetzt, und sie kommen nur durchgehend in der Rechnung vor. 


(2V'U'— VL 
Die Werthe von 1 und „1 IE 


aus der Differenzialgleichung (1.) bestimmt werden. Dieselbe nimmt durch die 





m 
) für —a. können, wie folgt, 


Substitulion y — 7 die Form an: 
VU'— UV 1 
Prey) vera)’ 
8) ga PrU'-UVy = yy)P'; 
diese Gleichung (3.) nach x differenzürt giebt, wenn man der Kürze halber 
VU'—-UV'=T setzt: 
4) ya) +2 @)TT = Yo)TV’+4yo) PP" 
Wird nun in den hei (3.) und (4.) 2 = geselzt, so dals y=(, 
U—0, so wird T—=VU’, T’'—=VU"—UV"—VÜU”, und man erhält aus (3.) 
p(a)U'* — w(V)V” und aus (4.) 
y (a) U”? LIple)U'U" = w(O)VU'-+4w(o)VV’; 
wird diese letztere Gleichung mit U’ multiplieirt und aus der vorhergehenden 





oder 


w(O) NV” statt p(a) U” gesetzt, so kommt 


y (a) Ur 2p(0)V’ U" — w(V) VU”-+-4y(0) VV'U' 


= (le) 13 44 o3VV’U’ 
— (0) ld) 4 (0) ‚ oder 


A) PAV'U'— VU")= U"(g'(a)— y’(0) 


el 
Y(%(0)) 
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Hiernach findet man also 


V__v(p(e)) __ vY(p(e)) V» __g(a) _ Y(e) 























UT YO) Aa’ WO) U’ 
Ver'u— VUN _ ga) _ WO) ‚Ylplo)) _ Ye) BB v(pla)) 
u’: 290) 290) Yleyl)) 2A 2A ya 


für —=c. Diese Werthe rechts in (2.) und (2’.) eingesetzt, geben 


1 1 .v(p(e)) 
6) Seen 
1 


(6.) ee u B_ „./(2(e)) 


2ATF—a 2AyA z—a 
und aus der Verbindung dieser beiden Gleichungen folgt noch 
1, 2.1 _1,_2@ ty Pe) 


TalLET Wr Zee Gele rer ur rer 











ie Gelte) 








(7) 2A, 2 — NZ p(e) +22o), 


2—0 


y: '7 (a)? 























02 a 1 1 , { 
Entwickelt man jetzt u und mer nach steigenden Potenzen von ; 
1 h: AR 1 | 2a 30«? 4a? 

(x—e)? re. "4 x3 r r* + x5 "Teee.)9 

1 1 & a a3, a4 
rc 


so wird auf der rechten Seite der (7.) der Coöfficient von ar gleich 


YuZFa'gp(a)+Za"g'(a), wo u die Werthe O0, 1, 2, 3, in inf. erhalten 
kann. Es ist also nach (7.) 
YuFartgp(e) + Zar ge) 


— dem Coöfficienten von Bi PO in der Entwicklung von 
zur 
2A BD) 
7175 


Y 
2A, 28 Iran Da 
Die Entwicklung von Pr er nach Potenzen von —- ist ein ganz elementa- 








res Problem und kann nach der Methode der unbestimmten Coöfficienten aus 
der Differenzialgleichung (1.) abgeleitet werden. Selzt man demnach 


2a B a a a u 
(8.) I; = Arzt inf. , 


y: x? 


so hat man folgende Reihe von Gleichungen: 
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Bn -2C8,+-3DS,-+4ES, — a,, 
24An -3BS, 408,4 5DS,-- GES, — a, 
448, --5BS,-46C08,+7DS,+ SES, — a,, 
48, --7BS,+8C8,--9DS,--WES, = a,, 


und allgemein 


(9) 2u AS, 14 2u+NBIS, + Qu+NDCOS.ut+Qut+3)DS,a+(2ut+HES,,; 


a, 9 


wo der Kürze halber Fa“ — 8, gesetzt ist; S, it—=n. Mittelst dieser Gleichun- 
oen kann man der Reihe nach 8,, 8,, S;, etc. in inf. durch die, als bekannt 
anzusehenden Entwicklungsco@flieienten «@,, @,, elc. und durch S, und 8, aus- 
drücken; die eben erwähnten Entwicklungscoöffieienten sind algebraische Ver- 
bindungen von A,B,C,D, E,A, B,6,D, 6 allein; was 8, und 8, betrifft. 
so bleiben dieselben unbestimmt und können als ‚ie beiden willkürlichen 
Gröfsen betrachtet werden, welche das Problem einschliefst. 


Man kann auf diese Weise alle Potlenzsummen der Wurzeln der Glei- 
chung U! —=0 finden, und aus diesen lassen sich wiederum alle andern sym- 
metrischen Verbindungen dieser Wurzeln, namentlich nach den Newr/onschen 
Formeln die Coefficienten des Polynoms U(x) ableiten, in der Weise, dafs 
die Kenntnifs der Potenzsummen bis zu SS‘, hinreicht, um die ersten «u Co6f- 
ficienten von U(x) (ausgehend von der höchsten Potenz) zu bestimmen. Da 
aber eine endliche Anzahl von Gleichungen genügt, um alle Coöfficienten von 
U’(x) zu finden, und da die Gleichungen (9.) in unendlicher Menge vorhanden 
sind. so kann man eine fernere Anzahl derselben benutzen, um die Coeffi- 
cienten von w(y) in die von Y(&) auszudrücken, nachdem dies geschehen. 
müssen alle übrigen Gleichungen (9.) bis ins Unendliche ?dentisch erfüllt sein. 
Der letztere Umstand könnte zu merkwürdigen Folgerungen führen. wenn es 
möglich wäre, näher in die Natur dieser Gleichungen einzudringen, hier mag es 
genügen, diesen Gegenstand der Aufmerksamkeit der Mathematiker zu empfeh- 
len. — Nachdem U(.r) gefunden ist, kann man W(:x) nach der Gleichung 


daraus ableiten; man kann auch V{r) für sich nach der folgenden Methode 


Br; i 
bestimmen. wenn man = stall y selzl. 
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Wenn nämlich der Nenner von y nicht, wie bisher, von n— Iten, son- 
dern vom nten oder n--Iten Grade angenommen wird, so kann man 
Yz U(.xr) 
IT Vir)+(p+gyx) Ur) 
selzen, wo » und g Constanten, U(x) und V(x) wie vorhin vom nten resp. 
n— Iten Grade sind; man hat dann 





: Ver) 
mp +g% 42 Un } 





2 
4 


2 
7 und Bin in Partialbrüche bleibt dieselbe. wie vorhin, 


und man hat also nur in der Gleichung (7.) 


Die Zerfällung von 


1 j 
STRETE an die Stelle von — zu selzen, 


d. h. mit andern Worten, man mufs bei Benutzung der Gleichung (7.) in die- 
sem allgemeineren Falle zu der Entwicklung von > nur negative Potenzen 


von x zulassen. 





Man kann diesen Betrachtungen gröfsere Einfachheit und Allgemeinheit 
geben; auf folgende Weise. 

Es sei P=0 irgend ein algebraisches Integral einer Differenzialgleichung 
von der Form (1.). Man kann annehmen, ohne Schaden der Allgemeinheit, dafs 
die Function P der beiden Variabeln x und y in Bezug auf x ganz und vom 
nten Grade, und dafs der Coöfficient von x" der Einheit gleich ist. Bezeichnen 


Ts Ta, T;, .o.. Mb 


n 


die n Wurzeln der Gleichung P=0, welche als eben so viele Functionen 
von y zu betrachten sind, so hat man für jeden Werth von x und y: 


P = (2—2)2—2,)....(e—2) = II (2 —ı,), 


wann 
logP = Flog(r — r,), 
vl 
und wenn man diese Gleichung auf beiden Seiten nach y differenziirt, indem 


man x als constant betrachtet, 


ologP\ „du 1 
(a.) | 3) nn O7 Mm—x 


Se ee or 
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Nach (1.) hat man für 2 —=z,: 











dx __ Ylplr)) 
Or yE))’ 
er ____/ER), wo) y'(&) ‚or 
O7 En) Zr) FArFRYÄEN) 9, 


_Yea), vn) Fa), 
WG) 2ylbr) "Rp 


























w 
Werden die hieraus sich ergebenden Werthe von Be und .- in (a.) und 
(b.) eingesetzt, so kommt: 
olocP 1 Y($(.x,) 
u R; 
(e.) | 0 vv) u—x ’ 
?loo P 1 „Ya 1 v(y) „Vlp(#u) 
1. te) un ‚Y)5 | 
Rn | oy ) 2W(y) ua NP) 2) u—r 
si 1 f(x.) 





vr) (ur)? 
und aus der Verbindung dieser beiden Gleichungen folgt 
| "log F ,,.„fologP (Ku) f p(X u) 
) (5 un KR... BI... 
(e.) v(y) (5 8) +: vi )( oY ) U Lu—X 14 Gy 
Wenn speciell P—= V_ Vy ist, wo U und V ganze Functionen von x vom 
nten resp. n— Iten Grade sind, so wird 


























e log ge?) en. A [> log I) — — V? 
oy /  U-—fFyr? oy? (U— Vy)?? 
und aus (e.) wird 
A". V (Xu) '(x 
Yavly) u BE a FE ne FE m an BD, ne 
2 Galle r;) AL en Be wer, 
für y=0 geht hieraus die Gleichung (7.) hervor. 


Die rechte Seite der Gleichung (e.) kann man jetzt, wie folgt. um- 
formen. Nach dem Taylorschen Satze ist 


f (€) — 

ga) + pa), —r) + ty" (Ir, +4p" ala, — top a), 
y(z,) = 

ga) + par.) rp "ara +4p" (VE, — En), 


indem die höheren Differenzialquotienten von Y{x) nach dem vierlen ver- 
schwinden; hieraus folgt nun Ä 


Ya) ig u (Xu) 





Lu — br (Xu — x)? Bar: 
27a) __Y@)_ Lip 
(Xu— x)? Eu 


m \ PR, 
(tree —rT; 
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setzt man hier für x, seine 2 Werthe und summirl, so kommt, in Verbin- 


dung mit (e.): 





2 nn > 
(/-) ?w(y) (>) + w' le) = — Ip) N — (&) x 
+4" (a) AH —ne) 
+ p ER NA, Ina). 
Der Kürze halber ist 
x, La, 4 X, 1 2 ı,=Ä,. z?-+2?1 2 2° X, 
geseizt worden; übrigens ist 4y’"(z) = D--4Ex, „sp'(a)—=N2E, und 


die ganze Function von x, welche rechts in (/£) hinzutritt. und die ich mit o 
bezeichne,. kann daher auch wie folgt ausgedrückt werden: 
oe = (D-4Ea) N — ne) ER, — 2A, xr-- na) 
— DX NER, —n(Dr+2Er) = DE(2,— 2) 2E&(H, — a”, 


Von der andern Seite folgt auch aus log P —= Flog(@= — x,). wenn 
man nach .r differenziüirt und y als constant ansieht. 
: 2 5 
Sul ea, "E -—- _ wit 
OoxX lu , ox° ("— Xu)” 


Werden nun die Werthe dieser Summen rechts in (f.) eingesetzt, so komm! 


endlich 
D' p DrlogP\ | JloeP\ . 

.) ee o?logP | ! R ologF i-r,.a „r O 0g ! & C 00 
(9.) Del er ze rw(y) a, I p(®) PER 7) u 
welcher Gleichung also jedes algebraische Integral 2 der (1.) genügt. 

Diese partielle Differenzialgleichung für P, welche sich noch auf die 





elegante Form bringen läfst: 
(g'.) yv(w(y))0- pe loeP] 


Pre AUS ERU N DD P] ode ıD(X, Ar N) LE(KX, Pa x") 








zerlegt sich, sobald die Zusammensetzung von P in Bezug auf den Variabeln y 
festgestellt wird, in eine Reihe von totalen Differenzialgleichungen für die Coct- 
ficienten,. welche Functionen von = sind, indem man die Differenzialion nach y 
ausführen kann. Es werden hierdurch alle diese Functionen von « vollkommen 
bestimmt, bis auf gewisse Constanten, welche durch die von z unabhängigen 
und nur von y abhängenden Gröfsen A, und Ä‘, in die Rechnung kommen. — 
Die Differenzialgleichungen, welche Jacobi im 4ten Bande dieses Journals 
Seite 376 gegeben hat, sind als specielle Fälle hierunter begriffen. — Die 
Gleichung (,g’.) läfst sich leichter handhaben und prägt sich besser dem Ge- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 1. I 
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.. . . OY en dx nn [} . 

dächtnisse ein, wenn man —— = ÖuU, —— —Öt setzt und ihr die 
v(w(y)) v(p(#)) 

Form oiebt: 


Kan 


(= (GE) +1 DS nn) + EX —n2)), 


on: ot: 





oder symbolisch : 
[“ —t’JlogP = 1D(X, — ne) + ER, — na?) *). 

Es sei, um das einfachste Beispiel zu nehmen, wiederum P— U—Vy, 
wo C/, V ganze Functionen von z vom nten, resp. a—Iten Grade sind und 
in U die höchste Potenz x” die Einheit zum Co6fficienten hat. Die linke Seite 
von (A.) wird 

N 


und wenn man durch ©’, V’ die Ableitungen von U, V nach £ bezeichnet. 





welche sich leicht in solche nach = umsetzen lassen, so wird 
o? log P (U'—V'y)®? , U"—V"y 


a: (U—Vy): Mi Vy 
Ferner ist offenbar 











DA, -+N2EX, von der Form a-+-by-cy‘, 


wo a, 5b, ec Constanten sind, denn da 


n—1 





P— 2" —-(a,—by)& (@> 


b,y)a" 


l 
vesetzt werden kann, so wird 


A, = ve. dA, n 


-by, A, = (a, — by "— Ya, —b,y). 
Die Gleichung (4.) liefert demnach, wenn man die Nenner fortschafft: 
2(y) VW (y)VCU—Vy)+(a+by--cy— Dnx—?2Enz’)(U—Vy) 
— X Pv'yy — (U _Yy)lU"_ v"y). 


Da diese Gleichung unabhängig von dem Werthe von y bestehen mufs, so 


*) Wenn man symbolisch für eine Function W von mehreren Variabeln f, «, v, .... 
die partiellen Differentialquotienten durch [1] W, [u] W, [v] W, etc. bezeichnet, das, was 


JUTVY+. 


N a 
sonst durch - ER ausgedrückt wird, durch [t#w”....]W, [t] W-+ [u] W durch 


+] W Kabeihiet so ist [fu] W = [ut] W, [t][u te] W=[tu+tv]W, d.h die 
Ordnung der Differenziationen ist gleichgültig, und wenn man W sowohl nach «, als 
nach v differenzürt und die Summe der Differenzialquotienten nach ?, so kommt dasselbe 
als wenn man [tu] W und [tv] W addirt; es gelten deshalb von solchen symbolischen 
Ausdrücken alle algebraischen Umformungen, z. B. der binomische Satz u. dergl., und 
man kann mit denselben wie mit wirklichen Gröfsen rechnen. Cayley hat neuerdings sehr 
schöne Anwendungen von diesem Principe gemacht, doch ist leider seine Bezeichnungs- 
weise schwer verständlich. 
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zerfällt sie. wenn man für w(y) und w’(y) ihre Werthe 

yvoy) = AHBYHErFOy’+-Cy", 

y(y) = Br2Ey+3Dy4Ccy 
setzt, nach Potenzen von y ordnet und die Coöffieienten gleicher Potenzen von 
y vergleicht, in 5 Gleichungen, von denen zwei, welche die Coöffieienten 
von y’ und y* ergeben, nur zeigen, das =D, c—E ist, während die 
übrigen drei totale Differenzialgleichungen zur Bestimmung von U und V sind. 
nämlich die folgenden: 

Jan”? —- BUV-+,U° = XU"” — UU"), 

(k.) BV’+- IC —-„)UV- DU’ 2(— YUV’ -- UV" -- VUN), 
yV?-DUVL2EU? = 2(V"—VV”), 


wo y=4—Dnz—N2En« ist. Wenn man diese drei Gleichungen addirt. 


| 


nachdem man die erste mit 4V°, die zweite mit UV, die dritte mit 4U° mul- 
tiplicirt hat, so gelangi man zu der folgenden: 
AV?+-BV’U -+-EV’UÜ’+-DVU’-EU* = (U'V—UV'), 

welche nichts anders ist, als die Gleichung (1.); die Gleichung (1.) ist also eine 
unmittelbare Folge der drei obigen Differenzialgleichungen; es ist aber vortheil- 
hafter, die dre obigen Gleichungen zu benutzen, als zwei derselben in Ver- 
bindung mit (1... Wenn ®B und ®, so wie B und D Null sind, so erhält 
man aus der ersten und dritten der obigen die von Jacob: aufgestellten Diffe- 
renzialgleichungen; die zweite wird in diesem Falle besonders einfach, da sich 
ihre linke Seite auf das eine Glied ?(&—y) UV redueirt. 

Betrachten wir noch den Fall, welcher der Einfachheit nach auf den 
eben behandelten folgt, und bei welchem P in Bezug auf y auf den zweiten 
Grad steigt. Es sei also 

P= U-+YVy-Wy‘. 
Dafs Integrale von dieser Form existiren, lehrt z. B. die Form, in welcher 
Euler zuerst das Summations- oder Additions - Theorem aufgestellt hat. Die 
linke Seite von (4.) wird 


GE logP PER a 0? logP =. ı ı’,.. ologP 
ie Yly)aya r3v(y) dr 





r. PR N; 
v(y) (7 7 5) +3Y(y) P 


= n Wor)@WP-(V+2WyY)+4W (U 42 Wy)P |; 
N) ; 
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lerner wird. wenn man wieder die Ableitungen nach # durch oben angehängte 
Striche bezeichnet, 
o:log P I\ 
Ö 12 ü pP: ! 


und endlich wird XDX,-+-EX, eine ganze Function von y mit constanten 


UENHWELEHUNHWUHNYHWN, 


Coöfficienten, die mit 7 bezeichnet sei und welche scheinbar bis auf den vierten 
(rad steigt; denn P nach fallenden Potenzen von z geordnet nimmt die Form 


Fo ui u PL 

P= + pe" pr” 
an. Wo Pr» Pa» .... in Bezug aufy vom zweiten Grade sind, während A, = — p,., 
N, = p) — 2p;, also A, vom vierten Grade ist; es wird sich aber sogleich 


zeigen, dafs », nur vom ersten Grade und Ä,, also auch 7, nur vom zweiten 
Grade sein kann, d. h. dafs W in Bezug auf x nur vom rn — ten Grade sein 
kann. während V vom rn — Iten Grade ist. Entwickelt man auf diese Weise 
die (4.) und schafft auf beiden Seiten den Nenner P° wege, so erhält man 
eine Gleichung, die für jeden Werth von y gilt, und in welcher nur das ein- 
zige Glied P*r möglicherweise von höherem Grade als dem 6ten in Bezug 
auf y sein könnte, während alle übrigen Glieder nur vom 6ten Grade sind; 
es müssen sich also in diesem einen Gliede alle höheren Potenzen von y ver- 
nichten. und da ?° vom vierten Grade ist, weil IV von Null verschieden an- 
genommen wird, so kann 7; nur höchstens vom zweiten, darf also nicht vom 
vierten Grade sein, und es mufs demnach auch p, vom ersten Grade, und W 
in Bezug auf x vom n — ten Grade sein. Die gefundene Gleichung endlich. 
nach y geordnet und zerfället, liefert sieben einzelne Gleichungen; nämlich zwei 
Gleichungen zur Bestimmung zweier der drei Constanten in 7. während die 
dritte unbestimmt bleibt, und zur Bestimmung der drei Functionen U, V, W 
fünf totale Differenzialgleichungen,, welche ich, um Weitläufigkeit zu vermeiden. 
nicht hinschreibe. 

Man kann die hauptsächlichen Momente der Schlufsfolgen, welche zu 
der Fundamentalgleichung (4.) führen, noch übersichtlicher darstellen. Das 
Gelingen des Verfahrens beruht hauptsächlich darauf, dafs, wenn 


r 


ON 


Hr = Wem): 7 = VE) 

vesetzt wird, wo g(x) irgend eine ganze Function von x ist, dann 
na -_X£ ? —L 
e- log (a 2) „a e log (a 2) tr 


ot? or? 


folgt, wo r eine ganze Function von x und 5 ist, deren Grad in Bezug auf 


Q) 
Ir 
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jeden einzelnen der beiden Variabeln um zwei Einheiten niedriger ist, als der 














nun? J£ 
1. O4 , (or von 
von p(x); denn aus den vorgelegten Gleichungen (7) =—p(T), (>) —=o(S, 
o°.r o°%E R 
ergiebt sich —10(z2), za 1’ (5) und, wenn A= x — 5 geselzt wird, 
o?.x EN ' E 2 ' 
an 1 \ Bra. Er ıE\ ze I / er I_ E 
er, \(@ — — yla)trhple) = — YES) hp) -Hı 
0?E (OEN?, 5: 
= Ay — (5) r h r, also 
ie | ei EEE Si 1 ©] R 
v—& 0t° (v—E&)?\91t/ Er Hr (der)? \or/ ! 


oder. was dasselbe ist. 


a eh . Ta ed rr. 








Wird nun eine Differenzialgleichung von folgender Form: 
o& | 
in erente (y) f) R 
oy 
vorgelegt, und betrachtet man y als Function von w, von der Art, dafs = N 
geieg 7 i 


ist. so hat man 


© > == ou, 
folglich wird die vorhin abgeleitete Formel: 
(3 log (vr — &) (® mie--®\, | 
ru — - ff, 
ot? ou? | 
Im Fall ein algebraisches Integral P=0 der vorgelegten Dilferenzialgleichung 
existirt. wo man P als eine ganze Function von .x und y annehmen kann, 
— $ verschwindet, wird leg P = Flog(x — 5). wenn die Summation 
sich über alle Wurzeln 5 der Gleichung P—0 ausdehnt, mithin erhält man 
2 —£ B; . x 2 
(ef) — (2 & log (x EN) — sn (E log (u eu o?logP Sr 


ot: ot? ou? dur 

















Sr als symmetrische ganze Function aller 5 und aufserdem als ganze Function 
von x, deren Grad oben angegeben, wird einer ganzen Function von z und y 
sleich, deren Grad in Bezug auf y dem von P gleichkommt, und in Bezug 
auf z um zwei Einheiten niedriger ist, als der von p{x). Der eben geflun- 
denen Formel 








(E- >” en 


on? 
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senügt also jedes algebraische Integral P=0 der Differenzialgleichung 


Or 





— ea Ai y\ OY 
\ ) 
vYp (2) [ J Fü 


und es ist in dieser Formel P eine (nach x ganze) Function der in ihr als 
unabhängig zu betrachtenden Variabeln x und y; der Coöfficient der höchsten 
Potenz von z in P ist = I und x resp. y sind Functionen von £ resp. u, 
deren Abhängigkeit durch die Gleichungen 


or nt oy_ l 
et E ] p\ j» d u Kyx- fi») 


bestimmt wird. 


Im Februar 1846 
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>. 


Notiz über Partialbrüche. 


(Von Herrn G. Eisenstein, Dr. phil. zu Berlin. ) 





Es sei 42 eine ganze Function von x vom nten Grade, deren höchstes Glied . 
die Einheit zum Coefficienten hat, während die übrigen Coefficienten als 
Functionen von y angenommen werden. Bezeichnen z,. ©. .... x, die 
n Wurzeln der Gleichung 

2=0, 


welche als eben so viele Functionen von y zu betrachten sind. so hat ınan 
für jeden Werth von z und y identisch: 


\ 


u) 


2= II2—r,); log2 = Flog(c — x 


folglich. wenn man auf beiden Seiten nach y differenziirt. wobei .r als con- 
stant anzusehen ist. 





> re 


oY YO —Lu 


. ) or ’ 
Der Differenzialquotient Dr kann vermöge der Gleichung 2 —- 0) ausgedrückt 


werden, denn diese giebt für 2=x,, 

















4% oO dr 56 
OT dry TI 050 
( 
Oi Br)“ 2, 
ÜF .. c- BR? 
OX 
nach der Bezeichnung von Lagrange; die Gleichung (1.) wird hiernach 
ET red 
2\0y 2 au’ 
u Ze 
wo rechts in 9 nach geschehener Differenziation r— x, zu setzen ist. In 
dem speciellen Falle, wenn 42 die Form 


2 = U-YVy 


hat, wo U, V ganze Funclionen von x vom nien resp. n— Iten Grade mit 








Eisenstein, 























conslanlten Coeffieienten sind. wird 


So lange 


alle verschieden. und 2’ 


die Wurzeln der Gleichung U = 
geradezu v == () setzen und erhält 
| r 
4. — 
4) + 
WO dd. A. L, 


oeschehener Differenziation 2 = x, 

fällune in Partialbrüche. 

differenziiren. und die Werlthe von 
O?Xu 


ey? 





y allgemein bleibt, 
kann nicht für 2 =r, 


Wenn man fortfährt. 


Notiz über Partialb 





0 alle verschieden, 


WW 1 


U' 


— 


x — Lu 


zu setzen ist. 


O “n 





etc. 


- r . 
d 


oy?: 





die Wurzeln der Gleichung Ü=0 sind. 


ruche. 


742 N N rY 
‘2, ( -) m ei ıfy; 
oy ui 
demnach giebt die (2.) diesem Falle 
(3) REEL , | 
uw U 2 +Vy u U'+ V'y 2—XL, ° 
) J ie oo. 
wo rechls in UIVr, nach geschehener Differenziation z = x, 
"LV', 


so kann 


und 


man 




















welche Werthe rechts 
hat 2 —YV, 42, 


ie, -,, =), 


man 
r: 


y: | 
(U+Fy)? 


<” 
—— 





eingeseizt werden müssen: 


22 (r— 1)? 


also kommt 


vera — 


< 


wenn (} = 


> 
‘ 


Vo", | 





— 


2'3 





= Fe Ku 


verschwinden; sind nun 


in 


U 





zu setzen ist. 


sind die Wurzeln der Gleichung 2 = 0 


auch 


(3.) 


nach 


Dies ist die bekannte Zer- 
die Gleichung (1.) nach y zu 


aus der Gleichung (2==0 bestimmt, so erhäll man auf dieselbe Weise die 
| Au v° r 4 MN. 
Ferfällung von > Tr; USW. Z. B. eine einmalige Differenziation der 
Gleichung (1.) v 
| (5 () OX 28). x. C Ei . | 
0:\öy 5 or: 2—L, Kr oy? Le — 
nun ist für 2 
O4 
—ot{o 1 vn o(o' or. 
(OAN LE o®ı Rn (8, sh +: (i ö >) 
\oy/ "2 öy: Z 
— 270,40 „20! 2'—-9,0") 


5 vy ısl „> 
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fh 
EU zur 2 
u 


und für y==0 











r 2 LE 1 LS v(2V'U'— VUr) Ei 
Ü 2 U'2 (2 — Xu)” | U'3 Z— Lu ) 
a; V(2V'U'— VU”) a 
wo rechts in —— und 2 —.r, zu selzen ist; und so weiter 


HE ME j “ 
fort. Bei der bekannten Ableitung des Falles, wenn gleiche Wurzeln vor- 
kommen, durch Differenziiren nach diesen Wurzeln, verweile ich nicht; man 
vergleiche hierüber Jacob?’s „Analytische Untersuchungen über Partialbrüche. 
Berlin bei Herbig 1525.” 











Die Summe der Wurzeln z,. &;, .... x. ist gleich dem negativen 
Coöfficienten von x”! in (2, also, wenn man diesen Coöfficienten durch % 
bezeichnet, 

Sr, = —k und a ee. 
’ Oy Oy 
In dem Falle 2 — U+YVy wird u — dem Coöffieienten der höchsten Potenz 
von V, während Fi 
Ir ER 
Fi — nn fr =, 
ist; so dafs also 
r 


wenn man in der Summe slalt x alle Wurzeln der Gleichung 2—0 setzt. 
dem Coöfficienten von x"! in V gleich wird. Läfst man demnach V mit 


ax" anfangen und setzt y=0, so wird 
<n —— d, 


wenn in der Summe statt x alle Wurzeln der Gleichung U=0 gesetzt wer- 
den: und hierin sind die speciellen Formeln enthalten: 


1 x x? PR 2 "Te 
<= N <=) Zr > yo... = =d, <yr ml, 
welches bekanntlich ein sehr wichtiges und oft angewandtes System von Glei- 
chungen ist. Jacobi sagt darüber: „E theorematis, quae in elementis algebraicis 
traduntur, vix exstat aliud.magis utile in quaestionibus maxime diversis.” (Urelle's 


Journal 14. Band Seite 281.) | 
Es seien z. B. die Wurzeln der Gleichung U =0 die n aufeinander- 


folgenden ganzen Zahlen 1, 2, 3, .... 2, so dals 
U —= (—1)\ ce — Ve —3).... (en); 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 1. 10 
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dann wird U’ für =u, 

— (u—1l)(u—2)....(u—(u—l))(u— (u+1))....(u—n) 

— (—1)"""1-.2-.3 +... (u —1)x 1.23... (n— u) 

Ay 
| . (ie | )" n F, 
wenn r, den «ten Binomialcoöfficienten für den Exponenten n bezeichnet; die 
obigen Formeln geben hiernach 
z(-Inu=0, Zn, W=0, ..., ZI) n,W""=0, 
(In, W“"=(-I)n!, 

welche Formeln man gewöhnlich aus der Differenzenrechnung abzuleiten pllegt. 
Aus der letzten dieser Formeln 


EZ(— In, u — (—1)"n! 


ul 
hat bekanntlich Lagrange den Wilsonschen Satz bewiesen. Ist nämlich 
n--1 = p eine ungerade Primzahl, so hat man nach dem Fermatschen Satz 
u" =] (mod.p), also 


n! = &(—1)“n, (mod. p), aber 
=(— ln, = (1-1)"—1 = —I, folglich 
n! = —1 (mod.p), d.h. (p—1)!= —I (mod. p). 


Man erhält ähnliche Formeln, wenn man zu Wurzeln der Gleichung U —0 
die aufeinanderfolgenden Quadratzahlen und dergl. annimmt. 


Im Februar 1846. 
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6. Steiner, geometrische Lehrsätze. 


6. 


Über Lehrsätze, von welchen die bekannten Sätze 
über parallele Curven besondere Fälle sind. 
(Von Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin. ) 
(Auszug aus einer am 26. März in der hiesigen Akademie der Wissenschaften gehaltenen Vorlesung.) 





Ks seien in einer Ebene zwei beliebige Curven A, B gegeben; A, B seien 
zwei parallele Tangenten derselben und «, 5 deren Berührungspuncie. Man 
lasse die Tangenten auf den Curven gleichzeitig so rollen, dafs sie in jedem 
Augenblicke parallel sind, bezeichne sie in irgend einer Endlage durch A,. 8, 
und die Berührungspuncte durch a,, d,, und nenne die von den Berührungs- 
puncten a, 5 durchlaufenen (oder von den Tangenten überrollten) Bogen aa, ., bb, 
entsprechende Bogen, so wie je ein Paar gleichzeitige Berührungspuncte a, Ö 
entsprechende Puncte dieser Bogen. 

Aus einem in der Ebene beliebig angenommenen Pole P ziehe man 
nach jedem Puncte 5 des Bogens 5b, den Strahl Pb, und aus dem d ent- 
sprechenden Puncle a des andern Bogens «aa, auf dessen concaver Seite den 
Strahl «c parallel P5 und nehme ace= Pb: so ist der Ort des Endpunels ce 
des letztern Strahls irgend ein bestimmter dritter Curvenbogen cc,. dessen 
Puncte e mit den Puncten a, 5 der Bogen aa,, bb, in bestimmte Correspon- 
denz treten. Dieser Bogen cc, bleibt stets sich selbst congruent und gleich- 
liegend, es mag der Pol P in der Ebene angenommen werden, wo man 
will; so dals er aus jeder andern Lage, die einem Pole P entspricht, in 
die vorige durch eine blofs geradlinige Bewegung ohne Drehung übergehen 
kann, indem jeder Punct in ihm eine Gerade beschreibt, welche parallel und 
gleich PP ist. 

Zieht man umgekehrt aus einem beliebigen Pol P nach jedem Puncte «a 
des Bogens aa, einen Strahl Pa und aus dem a entsprechenden Puncte 5 in bb, 
den Strahl #7 parallel und gleich Pa, so ist der Ort des Endpuncts 7 wie- 
derum ein solcher Curvenbogen YY,, welcher mit dem vorigen cc, congruent 
ist, aber gegen diesen symmetrisch liegt, so dafs er erst mit ihm gleichliegend 


wird, wenn man ihn in seiner Ebene eine Drehung von 180° machen läfst. 
10 * 
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Der Bogen ec, wird ferner auch noch auf folgende dritte Art erzeugt. 
Verbindet man jedes Paar entsprechende Puncte a, 5 der Bogen aa,, bb, 
durch eine Gerade ab und zieht aus irgend einem Pol P den Strahl PC parallel 
und gleich ab, so ist der Ort seines Endpuncts Ü abermals ein solcher Curven- 
bogen CC, der mit dem Bogen ec, congruent ist und mit ihm gleich oder 
symmetrisch liegt, je nachdem der Strahl PC aus P nach der einen oder nach 
der enigegengesetzten Richtung gezogen wird. Der Bogen CC, bleibt sich 
selbst gleich und gleichliegend,. während die Bogen aa, und bd, ihre gegen- 
seilige Lage durch blofse Verschiebung, ohne Drehung, beliebig ändern. 

Der auf diese drei verschiedenen Arten erzeugte Bogen cc, hat in 
Bezug auf die Bogen aa, und dd, die doppelte Eigenschaft: 1°. „dafs seine 
Tangente G ın jedem Puncte ce den Tangenten A, B der Bogen aa,, bb, 
in den correspondirenden Puncten a, b parallel ist;” und 2°. „dafs er in 
Htücksicht seiner Länge dem Unterschiede der Bogen aa, und bb, gleich ist. 

Wird bei der obigen ersten Construction aus dem Puncte « slatt des 
Strahls «e in entgegengeselzter Richtung ein Strahl «d auf der convexen Seite 
des Bogens aa, dem Strahle Pb parallel gezogen und ad—= Pb genommen, 
so beschreibt auch der Endpunct d einen Curvenbogen dd,, dessen Tangente D 
in jedem Puncte d stets den Tangenten A, B der Bogen aa,, bb, in den 
correspondirenden Puncten @, 5 parallel ist, und welcher mit sich selbst con- 
eruent bleibt, der auf die Curve dd, bezogene Pol P mag liegen wo man 
will; seine Länge aber ist der Summe der Bogen aa, und db, gleich. Man 
hat also: 

l. ec, = aa—bb, (oder co =bb,—aa,), 
ll. dd, = aa, —+bb,; 
und daraus’ weiter: 
II. 2aa, = dd, +cc, 
IV. 255, = dd, —ecıc.. 

Zwischen den Flächenräumen des Sectors P5b, und der beiden ge- 
mischllinigen Vierecke aa,c,c, au,d,d (wovon das erste die Grenzstrahlen 
ac, a,c, und die Bogen aa,, cc, und das andere die Grenzstrahlen ad, a,d, 
und die Bogen aa,, dd, zu Seiten hat) findet die Relation statt, dafs die Dil- 
ferenz der Vierecke dem doppelten Sector gleich ist, also 

V. aad,d—aac,c — 2Pbb,. 

Zwischen den Curven 5b, und ce, findet die Reciprocität stait, dafs 

wenn man für einen Augenblick statt der 55, die cc, als gegeben annimmt 
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und nach der obigen ersten Construction verfährt, alsdann eine der Curve 5b, 
gleiche und gleichliegende resultirt; d. h. wenn man aus einem beliebigen Pol P 
nach jedem Puncte e in ec, den Strahl Pc und aus dem entsprechenden 
Puncte « in aa, den Strahl «? mit ihm parallel zieht und «% == Pe nimmt. 
so ist der Ort des Endpuncts $ ein dem Bogen dd, gleicher und mit ihm gleich- 
liegender Curvenbogen 7: 

Zieht man zwischen je zwei entsprechenden Puncten a, 5 der gege- 
benen Curven aa,., bb, die Gerade ab, so ist der Ort ihrer Mitte d ein dem 
oben beschriebenen Bogen dd, ähnlicher und ähnlichliegender Bogen dd, , dessen 
Dimensionen sich zu denen von dd, wie 1:2 verhalten. Der Bogen dd, bleibt 
sich selbst congruent, während aa, und dd, ihre gegenseitige Lage durch blofse 
parallele Verschiebung ohne Drehung beliebig ändern. Wird aber der Bo- 
sen dd, in der Ebene um 180° gedreht und werden sodann wieder die näm- 
lichen entsprechenden Puncte @ und 5 durch die Gerade «5b verbunden, so ist 
der Ort ihrer Mitte 7 jetzt ein dem Bogen ce, ähnlicher Bogen yy,, der sich 
auch zu ce, wie 1: verhält. Zieht man ferner zwischen den entsprechenden 
Puncten d, c der Bogen bb,, cc, die Gerade dc, so ist der Ort ihrer Milte « 
ein dem «aa, ähnlicher und ähnlichliegender Bogen ««,, der sich zu ihm eben- 
falls wie 1:2 verhält. 

In Rücksicht der vier Curven aa,, bb,, cc,, dd, mag noch bemerkt 
werden, was leicht zu sehen ist, dafs sowohl ihre Evoluten als auch ihre 
Evolventen unter sich die nämliche Beziehung haben, wie jene Curven selbst. 

Besonderer Fall. Ist insbesondere die eine gegebene Curve dd, ein 
Kreisbogen und wird der Pol P in dessen Mittelpunet angenommen, so werden 
die beiden Curven ec, und dd, der andern gegebenen Curve aa, parallel, und 
alsdann enthalten die obigen Formeln I. und II. den einen von den zwei be- 
kannten Sätzen über parallele Curven. Der andere Satz bezieht sich auf den 
Inhalt der oben genannten Vierecke aa,c,e und aa,d,d; er folgt aus dem 
ersten und aus dem Umstande, dafs hier die Strahlen Pb = ac = ad eine 
constante Länge haben, nämlich dem Radius r des Kreises gleich sind; denn 
hierdurch wird der Sector Pbd,—=!r.bb,, und für die Vierecke hat man: 

vI aacece = raam—ır.bb = r.ca-4r.bb,. 
taa,d,d = r.aa, + 1!r.bb, = r-dd,—4r:bb,; 





was den zweiten Satz ausdrückt. 
Wird dagegen der Pol P in der Ebene des Kreises dd, beliebig an- 
genommen, so bleiben zwar die Curven cc, und dd,, zufolge des Obigen, 
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sich selbst congruent, aber sie sind nicht mehr der Curve aa, parallel; jedoch 
können sie durch Verschiebung immer mit dieser in parallele Lage ge- 
bracht werden. 

Bemerkung. 

In Bezug auf krumme Oberflächen finden analoge Constructionen und 
zum Theil auch analoge Sätze statt. Folgende kurze Andeutung darüber mag 
hier genügen. 

Denkt man sich zwei beliebige krumme Oberflächen A und B in fester 
‚age und an denselben irgend zwei parallele Berührungs-Ebnen A und B. 
nennt diese letztern entsprechende Berührungs- Ebnen, so wie ihre Be- 
rührungspuncte «a und b entsprechende Puncte der Flächen; denkt sich ferner 
auf diesen Flächen A und D zwei solche begrenzte Flächentheile A, und B.. 
welche überall, bis in ihre Grenzlinien, entsprechende Puncte enthalten, und 
zieht sodann aus einem im Raume beliebig gewählten Pole P nach jedem 
Puncte & des Flächentheils B, den Strahl Pd und aus dem entsprechenden 
Puncte «a des andern Flächentheils A, mit ihm parallel den Strahl «ce, und 
nimmt ae Pb: so ist der Ort des Endpuncts ce eine bestimmte dritte Fläche (\,, 
deren Berührungs-Ebne E im Puncte e den Berührungs-Ebnen A und 3 der 
Flächen A, und B, in den correspondirenden Puncten « und 5 parallel ist. 
Die Fläche C, bleibt sich selbst congruent und gleichliegend, es mag. der auf 
die Fläche DB, bezogene Pol P angenommen werden, wo man will. — Wird 
aus dem Puncte # der Fläche A,, statt des Strahls «ec, ein Strahl @d nach 
gerade entgegengesetzter Richtung gezogen, also auch parallel Pb, und wird 
eben so ad— Pb genommen, so ist der Ort des Endpuncts d gleicherweise 
eine bestimmte vierte Fläche D,, deren Berührungs-Ebnen denen von 4, 
und B, in den entsprechenden Puncten parallel sind, und welche sich selbst 
congruent und gleichliegend bleibt, während der Pol P seine Lage beliebig 
ändert. Zwischen den vier Flächen findet unter andern die folgende Rela- 
tion stall: 

VI. 6+D = 24,+2B.. 

Ist die Fläche B insbesondere eine Kugelfläche und wird ihr Mittel- 
punct zum Pol P gewählt, so werden die Flächen C, und D, der andern ge- 
benen Fläche A, (so wie auch unter sich) parallel. Denn die Strahlen ac 
und «d sind dann auf der Fläche A, normal und haben constante Längen, in- 
dem sie alle dem Radius Pb=r der Kugel B gleich sind. Diejenigen Strah- 
len «ec und ad, oder cad, welche durch die Grenzlinie des Flächentheils A, 
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gehen (d. h. die Normalen der Fläche A, längs ihrer Grenzlinie), liegen in 
einer krummen Fläche M, welche mit den Flächen CE, und D, zusammen einen 
bestimmten Körper K begrenzt. Für das Volumen dieses Körpers hat man 


folgenden Ausdruck: 
VI. K=14rC,+D, +44) = 3r(34,+B.). 





In derselben Vorlesung wurden ferner die folgenden Aufgaben behandelt. 
„Zu zwei in derselben Ebene gegebenen beliebigen Kegelschnitten 

A und B denjenigen dritten Kegelschnitt Ü zu finden, in Bezug auf 
welchen sie einander polar entsprechen, d. h. jeder die Polar- Figur des 


andern ist.” 
Es wurde gezeigt, dafs es im Allgemeinen vier solche Kegelschnitte € 


giebt, von denen jeder der Forderung der Aufgabe genügt, und dafs dieselben 
auch unter sich eine merkwürdige Beziehung haben, wonach jeder von jedem 
andern auf eigenthümliche Weise abhängt und dadurch bestimmt wird. — Für 
die sphärischen Kegelschnitte findet alles gleicherweise statt. — Auch die ana- 
loge Aufgabe über Flächen zweiter Ordnung gestattet ähnliche Behandlung; sie 
läfst im Allgemeinen 8 Auflösungen zu, und die 8 Flächen, welche der Auf- 
gabe genügen, haben ebensolche gegenseitige Beziehung, dafs jede durch jede 
andere auf eigenthümliche Weise bestimmt wird. 
Berlin im März 1846. 
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?. 

Sur un moyen general de verifier l’expression du 
potentiel relatif a une masse queleonque, 
homogene ou heterogene. 

(Par Mr. G@. Lejeune Dirichlet a Berlin. ) 





Kiuanı donnee une masse quelconque, limit&e en tout sens, formant un tout 
continu ou composee de plusieurs parties separees, et ayant en chacun de ses 
points une densite finie, si l’on fait la somme de tous les elements de cette 
masse, divises chacun par sa distance a un point quelconque m, on aura ce 
que les geometres sont convenus d’appeler le potentiel de la masse par rapport 
a ce point. On sait que Fintegrale triple ainsi definie, qui est toujours une 
fonclion determinge des coordonnees rectangulaires x, y, z du point a, jouit 
d’un grand nombre de proprietes importantes dont je ne rappelerai ici que celles 
sur lesquelles porte la remarque qui fait l’objet de cette note. 


1) Le potentiel » et ses coöfficients differentiels du premier ordre, 
( ı 0ov ; ‚ . ’ 
—, =, », qui expriment les composantes de l’altraclion exercee par la masse 
oOx’ oy° 0% 
au point =, sont des fonctions finies et continues de &, y et x dans touie 
l’elendue de l’espace. 


2) Il existe toujours des limites determinees que les produits xv, yv, zv, 


ov . ou ,„ov - a m ro . r 
2°, Ya, % 5,; Ne sauraient depasser en aucun point de l’espace. 
"Er “ OY 12 


- 


’ 


3) Si Fon fait abstracliion des points particuliers autour desquels la 


a u u ua De Ze 
densit& varie d’une maniere brusque, chacune des trois derivees ——, er 
ox? oy? 2? 


aura toujours une valeur finie et unique, et ces valeurs simultanees seront 





telles que 
Otv , O?v , O®Ww j 
(@.) dr: | 3, + 7 gr +10, 





o designant la densite au point (x, y, 2), que l’on devra considerer comme 
nulle lorsque ce point se trouve en dehors de la masse. Pour les points que 
nous venons d’excepter et qui seront toujours situes sur certaines surfaces, 
parmi lesquelles se trouveront aussi comprises celles qui servent de limite ä la 
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masse ou du moins les parties de ces dernieres oü la densite n’est pas nulle, les 
O?v Ov O®v 
0x2? Oy?? 02? 
mais ltoujours finies, qui pour la premiere, par exemple, seront les deux limites 


“4 . ‚ N . . . un 

gg, gu repondent a une valeur infiniment petite de fx, positive 
5 

ou negative. De la combinaison de ces doubles valeurs r&sulteront en general 








fonctions auront generalement chacune deux valeurs distinctes. 


du ra pport 





pour le trinome («a.) huit valeurs differentes qu’il n’est pas necessaire de con- 
siderer; il suffit pour notre objet de savoir qu’elles sont toutes finies. 

Voiei maintenant la remarque tres-simple ä laquelle les proprietes que 
nous venons d’enoncer, donnent lieu et qui n’avait pas encore ete faite, que 
je sache. Ü’est que ces proprieies caraclerisent completement le potentiel v, 
et qu’il n’existe aucune aulre fonction ©’ qui jouisse de toutes ces propridtes 
reunies. Pour le prouver, admettons que le contraire ait lieu, et voyons ce 





qui en resultera pour la difference !—v— u. D’apres la nature des proprietes 

dont il s’agit, il est evident que la nouvelle fonclion  satisfera encore aux con- 

ditions (1.) et (2.), tandis que l’equation (a.) sera remplacee par celle-ci: 
otu , O:u , O?u 
tt 

Il faut loutefois excepter les points mentionnes plus haut; nous savons seu- 

lement qu’a de tels points repondent des valeurs finies du trinome. Ges valeurs 


—a 


Oz? 


finies — inconnues pour le moment, mais qui sont eflectivement toutes e@gales 
a zero, puisque nous allons voir qu’on a ua=0 — n’ayant lieu que le long 


de cerlaines surfaces, seront sans aucune influence sur le resultat d’une triple 
integralion. el nous aurons rigoureusement 


ff ou , O?u ,„ O?u 
| | n Js u  Akeen 
Ik Er Ta: 5) 08 oyoz == 0, 


les limites etant quelconques. Etendons chacune des trois integrations depuis 
— a jusqu’a 4a, et considerons en particulier l’integrale du premier terme. Si 





nous commencons par l’operation relative a x, l’integration par parties donnera 


Sen (et ar 
—_— u ——. n J 
0x? Orxr/_a OX ’ 


—( —(A 








les indices ajoutes au premier terme indiquant qu’il faut prendre la difference des 

deux valeurs qui repondent ä +a et a —a. C'est en eflet a cette seule diffe- 

rence que se reduisent les termes que l’integration par parties produit en dehors du 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 1. 11 
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n 


Fi, ou ’ * . [4 e) “x. 
signe, uU. etant une fonclion continue de x. En operant d’une maniere ana- 
ON 


logue sur les deux autres integrales, il viendra 


AIG: = Sl =) dx Öv Öz 
Oy T\oz Ay 
au u FR ou\t® _ ou\t“ dr 
= (uf -_ oy 0% wir 2), orX öx+ ff(ur OS vor. 


En vertu des conditions (2.), la fonction de y et z, ni se trouve sous 
le signe dans la premiere integrale double, sera dans toute l’etendue de celte 


. r u . v r . r 
integrale numeriquement moindre que 23 k ne dependant pas de a; l’integrale 


est done inferieure a Er et s’evanouit pour «= w. La meme chose ayanl 
lieu relativement aux deux autres, il s’ensuit que l’integrale triple, prise entre 
des limites infinies, est pareillement nulle. Or, la fonclion soumise a la triple 
integration, &lant continue et ne pouvant jamais devenir negative, on conclut 
qu’elle est idenliquement nulle, et par suite que % a une valeur constante, qui 
ne saurait ötre que zero, « devant s’evanouir & linfini, ce qu’il s’agissait de 
faire voir. 

Le resultat que nous venons d’oblenir, fournit un moyen general de ve- 
rifier lexpression du potentiel, lorsque ce potentiel est donne dans toute l’etendue 


de l’espace. Il suffira pour cela, de s’assurer que l’expression donnee satisfail 
a toutes les conditions enum6rees plus haut. 


L’application de ce procede aux formules connues qui se rapportent a 
un ellipsoide homogene, offre peut-eire le moyen le plus expeditif d’etablir 
les theoremes relatifs a cette question celebre, si toutefois il ne s’agit que d’une 
simple verification et si l’on n’a pas en vue une methode qui conduise nalu- 
rellement aux resultats supposes inconnus, en m@me temps qu’elle les demontre. 


L’equation de Vellipsoide etant 


le trinome qui en forme le premier membre, sera inferieur ou superieur A l’unite, 
selon que le point (2, y,%) sera interieur ou exterieur ä l’ellipsoide. Dans le 
second cas, l’equation 


a yr , ga 


—— 


| == I 
a®+o | #40 I y%+o 1 
a une racine positive unique 0, qui varie d’une maniere continue avec les varia- 
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rn 








’ ae 06 00 D6 
bles x, y et z, comme cela resulte de ce que les derivees —, —., —., 
. r . COX oy 02 
donnees par les @qualions 
120 _ 2x 19° _ 2y 120 _ 22 i 
Or alte’ 'y Bit’ do yito’ 
(9.) ] r? ‚2 32 


=- at 52 tz zw, 


ont des valeurs toujours finies. Cela pose, si nous faisons pour abreger, 
G+J +): il s’agira de prouver qu’on a 
4 Er 2: y? 22 \0s 
-n f ERRRTFr D> 
v— af (1-23 BE RN 
Ders; ats B?+s y:+9/D’ 


selon que le point (2, y, 2) se trouve dans l’interieur ou en dehors de la masse. 
dont la densite est — egale a l’unite. La differentiation donne 


ov 5 ef on ov Kr af | O8 
Fi ; rad Ox a: +s)/ 


le terme provenant de la variabilit& de la limite o dans le second cas, s’eva- 
nouissant en vertu de l’equation dont o est racine. Il est manifeste que les 

















ov or 


u. . ov | 
premieres expressions de v et de — et les expressions analogues pour I’ 3° 


OX 
varient d’une maniere continue avec les coordonn6es z, y, 2, et qulil en est 
de meme de celles qui repondent a un point exterieur; et l’on voit egalement 
que la continuite n’est pas non plus rompue ä la surface ou l’on a o=0, ce 
qui fait coincider les expressions correspondantes. 

Les conditions (2.) ont evidemment lieu pour un point interieur, et sont 
deja comprises pour ce cas dans celles (1.). Pour les verifier en dehors de 
l’ellipsoide, soit A le plus petit des demi-axes «, , y; on aura &videmment, 


J mu! 


$ . . 
en observant que le facteur de D dans la seconde expression de v est moindre 


que l’unite, et en n’ayant egard qu’aux valeurs numeriques, 
be 2naßy 1 dv _ 4naßy 





> mie’ = dr "IR Lol 
Comme d’un autre cöte, l’equation en o donne, abstraction faite du signe, 
x < (e-+-0), on en conclut 


2u.<-;; zu +4 er < aan, (+2), 
2” 
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inegalites dont les seconds membres restent finis, lorsque o croit depuis zero 
jusqu’a lV’infini. 


Passons aux derivees du second ordre. On trouve 


BET) . [ os o®tv m me |. Zus 20 
o — IT 


En ne ER * 
or? (@?-+s)D? or . (@?+s)D) | (@?-40) )I da 








0 
4 designant la valeur de D qui repond a s— 0. (es expressions sont encore 
finies et determinees, mais ne coincident plus a la surface. Si nous ajoutons 
maintenant ä chacune de ces @quations les deux &quations analogues, et que 
nous observions qu’on a indefiniment 











K IT ai& „2 Ya: _ 2 - const 
ats Parts 24 /D D rn 
il viendra selon les deux cas, 
24. Qu .:O®v ’ 
ov , dv, Oo Ir 2y 060 2z 00 
tat = (00 } ia 4) 
or: ! dy? ! 92? a? to Er TRetoöy'y 10 2 7/4 


La premiere de ces deux &quations s’accorde deja avec la condition («.), el 
pour s’assurer qu’il en est de m&me de la seconde, il suffira de faire la somme 
des trois equations (d.), multiplices chacune par son second membre, et de sup- 
primer ensuite le facteur commun /, @videmment different de zero. On recon- 
nait ainsi que le second membre de la derniere equation s’evanouit, comme 
cela doit &tre pour un point exterieur. 

Nous avons suppose jusqu’a present que la masse donnee presenltait trois 
dimensions; lorsque cette masse n’en aura que deux et sera distribuece sur une 
ou sur plusieurs surfaces, le mode de verification que nous venons d’exposer, 
devra subir certaines modifications qui resultent toutefois trop simplement des 
theoremes connus qui se rapportent ä ce cas, pour qu’il soit necessaire d’entrer 
dans de nouveaux details a cet egard. 
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S. 
Über die Stabilität des Gleichgewichts. 


(Von Herrn Prof. @. Lejeune Dirichlet zu Berlin. ) 
(Auszug aus einer am 22. Jan. 1846 in der Königl. Akademie der Wissenschaften gelesenen Abhandlung.) 


a 


Wenn auf ein System materieller Puncte anziehende oder abstofsende, blols 
von der Entfernung abhängige Kräfte wirken, die entweder nach festen Centren 
gerichtet sind, oder für die, wenn sie gegenseitig zwischen zwei Massen Statt 
finden, Wirkung und Gegenwirkung einander gleich sind, und überdies die Bedin- 
gungsgleichungen, welche die Coordinaten der Puncte unter einander verbinden, 
die Zeit nicht enthalten: so gilt immer das sogenannte Integral der lebendigen 
Kraft, welches zuerst in seiner ganzen Allgemeinheit von D. Bernoulli aul- 
gestelli worden und in der Gleichung 
Zmv” — f,y,2,%,..)+C 
enthalten ist. Das Summenzeichen erstreckt sich auf alle Massen des Systens, 
von denen jede mit rn, ihre Geschwindigkeit mit » bezeichnet ist; und CE be- 
deutet die willkürliche Constante. Die Function der Goordinaten hängt blofs 
von der Natur der Kräfte ab und läfst sich immer durch eine bestimmte An- 
zahl unabhängiger Variabeln 4, «, v,.... ausdrücken, wodurch die Gleichung in 
Zmv’ — y(l,u,v,...)+C 

übergeht. Die Function g steht in inniger Beziehung zu den Gleichgewichts- 
lagen des Systems, indem die Bedingung, dafs für eine, bestimmten Werthen 
von 4, u, v, ... entsprechende Lage Gleichgewicht Statt finde, mit der zu- 
sammenfällt, dafs für diese Werthe das vollständige Differential von p ver- 
schwinde; so dafs also im Allgemeinen für jede Gleichgewichtslage die Function 
ein Maximum oder Minimum sein wird. Findet wirklich das Maximum Statt, 
so hat das Gleichgewicht den Character der Stabilität, d. h. das System wird 
sich, wenn die Puncte aus einer solchen Lage nur wenig verrückt werden und 
kleine Anfangsgeschwindigkeiten erhalten, im Laufe der Zeit nie über gewisse 
enge Grenzen hinaus von derselben entfernen. 

Der eben erwähnte Satz gehört unstreitig zu den wichtigsten der gan- 
zen Mechanik; auf ihm beruht namentlich die Theorie der kleinen Schwingungen. 














Sh 8. G. Lejeune Dirichlet, über die Stabilität des Gleichgewichts. 


welche so viele interessante physicalische Anwendungen in sich begreift, und 
man mufs sich in der That wundern, dafs die Wahrheit desselben bisher nicht 
mit der nöthigen Strenge dargelhan worden ist. Setzt man voraus, dafs die 


Gleichgewichtslage oder das Maximum der Function 9 den Werthen A = 0, 
u—0,.... entspricht, was immer geschehen kann, ohne der Allgemeinheit 


Abbruch zu Ihun, so besteht der von Lagrange *) gegebene Beweis darin. 
dafs die Entwicklung der Function nach Potenzen von A, u, ...., welche mit 
den Gliedern zweiter Ordnung beginnt, auf diese beschränkt wird, und dafs 
dann aus dem bekannten Criterium für das Maximum, nach welchem die Glieder 
zweiter Ordnung als eine Summe von negaliven Quadraten dargestellt werden 
können, Grenzen für 2, u, v, ... abgeleitel werden, die sie nicht überschreiten 
können. Diese Schlulsweise, welche auch bei andern Fragen der Stabilität, und 
namentlich in der physischen Astronomie nicht selten in Anwendung gebracht 
wird, ermangelt aber offenbar der Beweiskraft und es kann mit Recht gezweifelt 
werden, ob Gröfsen, für die man unter der Voraussetzung, dafs sie immer 


klein bleiben — denn nur in dieser liegt die Befugnifs, die höhern Glieder zu 
vernachlässigen — kleine Grenzen findet, nach einer beliebigen Zeit wirklich 


in diese oder überhaupt nur in enge Grenzen eingeschlossen sein werden. 
Der oben erwähnte Beweis ist, so viel ich weifs, bisher ohne wesent- 
liche Veränderung von allen Schriftstellern reproducirt worden, welche sich 
mit diesem Gegenstande beschäftigt haben, und was namentlich Poisson **) 
zu demselben hinzugefügt hat, um die Glieder höherer Ordnung zu berücksich- 
tiven, beruht auf der ganz unhaltbaren Annahme, dafs jedes Glied zweiter 
Ordnung den Inbegriff aller höheren Glieder übertreffe. Aber selbst wenn die 
von Lagrange angestellien Betrachtungen für den Fall, worauf sie sich be- 
ziehen und wo sich das Maximum in den Gliedern zweiter Ordnung zu erken- 
nen giebt, vervollständigt würden, wäre damit der fragliche Satz noch nicht 
in seinem ganzen Umfange bewiesen. Bekanntlich ist die Existenz eines Maxi- 
mums mit dem Verschwinden der Glieder zweiter Ordnung verträglich; nur 
mufs immer die niedrigste Ordnung, für welche nicht sämmtliche Glieder ver- 
schwinden, eine gerade sein und das Aggregat aller dieser Glieder immer 
negativ bleiben. Die vollständigen Criterien für diese letztere Bedingung sind 
bisher, selbst wenn es sich um die vierte Ordnung handelt, nicht aufgestellt 





*) Mecanique analytique, premiere partie, section Ill. 
Traite de Mecanique, tome second, page 492. 
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worden *); sie wären daher vor Allem aufzusuchen; was nothwendig in den 
Beweis des mechanischen Satzes grofse Complication bringen würde. 

Glücklicherweise läfst sich das Prineip der Stabilität des Gleichgewichts 
unabhängig von diesen Criterien und durch höchst einfache, unmittelbar an den 
Begriff des Maximums anknüpfende Betrachtungen nachweisen. 

Indem wir die obige Voraussetzung beibehalten, dafs die Gleichgewichts- 
lage verschwindenden Werthen von A, u, v, ... entspricht, machen wir noch 
die zweite: dafs der Werth von (0, 0,0, ....) ebenfalls Null ist; was wegen der 
willkürlichen Constante gestattet ist. Bestimmt man nun die Constante aus dem 
gegebenen Anfangszustande, für welchen v, 7, u, v, ... mit v,, A. re HE 
bezeichnet werden sollen. so erhält man 

Zmv — pl, u,v,...)— Pldyy My Yon...) + Emd). 

Vermöge der Annahme, dafs p(}, u,v,...) für A=0, u—0, v—0, 

ein Maximum ist, dessen Werth selbst verschwindet, lassen sich nun immer so 
kleine positive Grölsen /, m, n, ... angeben, dafs für jedes System A, u, v, ..., 
wenn die Zahlenwerthe dieser Variabeln respective nicht gröfser als /, m, n,... 
sind, p(A,u,v,...) steis negativ ist; den einzigen Fall ausgenommen, wo 
h, tt, Y, ... gleichzeitig verschwinden. Dieser Fall wird ausgeschlossen, wenn 
wir nur solche Systeme betrachten, in welchen wenigstens eine der Variabeln 
h, tt, Y, ».., abgesehen vom Zeichen ihrer Grenze, !, m, n, ... gleich ist. 
Ist von allen diesen negaliven Werthen der Function, —p, abgesehen vom 
Zeichen, der kleinste, so läfst sich leicht zeigen, dafs wenn A,, 4, ”.. 

numerisch kleiner als /, m, n,... genommen werden und zugleich der Bedingung 

— pP (iz Us Yo) FT FZmw <p 

Genüge geschieht, jede der Variabeln, A, «,v,... im Laufe der Bewegung 
numerisch unter ihrer Grenze /, m, n,.... bleiben wird. Fände das Ge- 
gentheil Statt, so müfste, da die anfänglichen Werthe A,, 44, Yu, - . . der 
Voraussetzung nach die eben ausgesprochene Bedingung erfüllen und bei der 
Stetigkeit der Variabeln A, u, v,..., zu einer gewissen Zeit zuerst Gleichheit 
zwischen einem oder mehreren der Zahlenwerthe von A, u, v, ... und der ent- 
sprechenden Grenze {, m, n, ... eintreten, ohne dafs einer der übrigen diese 
noch überschritten hätte. Für diesen Zeitpunct wäre der negative Werth von 
yp(h,u,v,,..) numerisch nicht kleiner als », und also die zweite Seite unserer 





*) Theorie des fonctions, seconde partie, n°. 57. 
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Gleichung wegen der obigen auf den Anfangszustand sich beziehenden Un- 
gleichheit negativ; was mit der Natur der ersten Seite in Widerspruch steht. 
Zugleich ist klar, dafs auch die Geschwindigkeiten v immer in Grenzen ein- 
oeschlossen bleiben werden, da stets 
mv — Zmv; — Pliyz Ups Vor ++ -) 

sein wird: so wie auch, dals die Grenzen für jedes v, so wie für jede der 
die Lage des Systems bestimmenden Variabeln 4, u, v, ..., beliebig enge ge- 
macht werden können, da /, m, n,... jedes Grades von Kleinheit fähig sind. 

Schlielslich wollen wir noch auf einen merkwürdigen, bei verschiedenen 
Schriftstellern vorkommenden Irrihum aufmerksam machen, welcher den eben 
besprochenen Gegenstand betrifft *). Es wird behauptet, dafs, wenn das System 
im Laufe der Bewegung durch mehrere Gleichgewichtslagen hindurch geht, diese 
abwechselnd Lagen des stabilen und unstabilen Gleichgewichts, d. h. solche sind. 
denen ein Maximum oder Minimum der Function (4, «,v,...) entspricht; und 
diese Behauplung wird darauf gegründet, dafs 1°. ein Maximum oder Minimum 
diesen Character nicht verliert, wenn die früher als unabhängig betrachteten 
Variabeln A, «, v, ... die besondern Werthe, für welche ein solches Statt findet. 
dadurch erhalten. dafs sie Funclionen von einer neuen Gröfse # werden, und 
dann 2°. darauf, dafs bei einer Function einer einzigen Variabele ? Maxima und 
Minima einander abwechselnd folgen. Beides ist richtig, berechtigt aber nicht 
zu der daraus gezogenen Folgerung; es wäre vielmehr erforderlich, dafs das 
Erstere auch umgekehrt gültig bliebe, d. h. dafs die blofs von ? abhängige 


\ 


Funelion p(A, u, v,...), wenn sie für ein bestimmtes £ ein Maximum oder Mi- 
nimum darbielet, dieselbe Eigenschaft behielte, wenn man die entsprechenden 
\Werthe von A, «, v, ... als besondere Werthe der als unabhängige Variabeln 
betrachteten Gröfsen 4, «, vr, ... ansieht; was aber nicht der Fall zu sein 
braucht. selbst dann nicht, wenn nur eine Gröfse, z. B. 4, vorkommt. So hat 
die Function 4° nur ein Minimum und gar kein Maximum, während für die 
Function sin Z, in welche jene durch die Annahme A= sin? übergeht, nicht 
nur unendlich viele Minima, welche einander und dem frühern gleich sind. son- 
dern überdies unendlich viele Maxima Statt finden. Der Irrthum, in welchen 
man in dieser Beziehung verfallen ist. mufs um so mehr befremden, als die 
Unrichligkeit der aufgestellten Behauptung sich schon bei der gewöhnlichen Pen- 
delbewegung zu erkennen giebt. 


‘) Traitö de Mecanique par Poisson, tome second, page 491. 


— nn 
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9. 
Eine Bemerkung zur Zahlentheorie. 


(Von Herrn Prof. Dr. Stern zu Göttingen.) 








Wen p eine Primzahl von der Form Sn--1 und daher p= ce’ -+ ?d" ist. 
so hat man 





l. +Ice = na Ara, ibn (mod. p). 
Dieses Theorem, welches in einem Aufsatze des Herrn Prof. Jacobi 
im 2ten Hefte des 30sten Bandes dieses Journals (S. 168) vorkommt. habe 
ich vor langer Zeit durch Induction gefunden und in etwas anderer Gestalt 
bekannt gemacht (Jahrbücher f. wissensch. Critik 1831 pg. 679), nemlich 


4n----Sn-1 


2. Eure „ — (mod. p). 





Dasselbe Theorem läfst sich aber noch einfacher ausdrücken. Es ist 


nemlich auch 
In.» 


3. t+lce= 7 - ed (mod. p), 





und in dieser Formel mufs das obere oder das untere Zeichen genommen wer- 
den, je nachdem c entweder in den Formen Sm-+1 und Sm--3, oder in 
den Formen Sm-+5 und Sm-+-7 enthalten ist. 
Der Zusammenhang zwischen den Formeln (1.) und (2.) und der For- 
mel (3.) ist nachzuweisen. Man hat nemlich 
(1.2.3. N) = T-4-6----?n, 
at. - 50) = 1-35... —1, 





mithin 
4. "(Anl 5In) = n-1l---. In. 
Nun ist 
2a = +1, 
also i E— 
nn en 
0. ii= Tan ee 


wo das obere oder das untere Zeichen genommen werden mufs, je nachdem die 
Zahl 2 ein biquadratischer Rest oder Nichtrest ist, d. h. je nachdem e in den 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft, 12 














90 9. Stern, eine Bemerkung zur Zuhlentheorie. 


Formen Sm-+1 und Sm--7 oder in den Formen Sm-+-3 und Sm+5 ent- 
halten ist. Multiplicirt man die Formel (5.) mit der Formel (3.), so erhält man 
die Formel (1.), und man sieht, dafs in letzterer Formel das obere oder das 
untere Zeichen genommen werden mufs, je nachdem e in der Form 4n--1 
oder in 4n-+-3 enthalten ist; wie es auch Herr Prof. Jacob2 angegeben hat. 
Die Formel (2.) gilt aber auch noch, wenn p eine Primzahl von der 
Form Srn--3 ist, und es scheint mir hierin ein Beweis zu liegen, dafs die 
Theorie der Reste nicht die eigentliche Quelle solcher Sätze ist. Man hat 
nemlich, wenn py=8n-+-3—= c-+12d? ist, 
6 +% = 4n+1----3n+2 





I. 





m 1: + n y 
und es mufs das obere oder das untere Zeichen genommen werden, je nach- 
dem e entweder =Sm-+7, Sm-+5, oder =Sm-+1l, Sm+3 ist. Hieraus 
folgt, unter denselben Bedingungen: 
7. +% = ER N 5 BA. 
Be 
und, mit Rücksicht auf die Congruenz 
(In +2. + 5nt+l) = n-+1---- In, 


auch 





2.3 


+Y”tle armen FRE, 2 an. ©. 
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10. 
Zur näherungsweisen Kreis- Quadratur. 





Die bei Nestier und Melle in Hamburg herausgekommene kleine Schrift 
„Über die Rectification der Peripherie des Kreises, von Nicolai Nuwrotzki, 
Doctor der Phil. an der Univ. zu Leipzig und Mitglied der Kaiserl. Russ. Akademie 
der Wiss. etc.” lehrt wieder die Zeichnung einer geraden Linie, deren Länge 
dem halben Kreis-Umfang nahe kommt. Diese Linie ist wegen ihrer starken 
Annäherung an den Kreis-Umfang und wegen der ungemeinen Einfachheit 
des Verfahrens, durch welches sie gefunden wird, bemerkenswerth. 

Man ziehe in Fig. 1. Taf.f. HZ durch C mit AB parallel, mache AS— 40, 
ziehe OST und mache TZ—34A0, so ist die gerade Linie DZ nur etwa um 
den 17000ten Theil des Halbmessers kürzer, als der halbe Kreis- Umfang ACB. 

Denn wegen AS = 40 ist TC die halbe Seite des um den Kreis be- 


schriebenen regelmäfsigen Sechsecks und folglich BOVEN. „Ui wenn der Halbmesser 


v3 
AO = 1 geselzt wird: mithin ist, weil TZ —=3 sein soll, CZ — Ay 


v3 ’ 
und dd CD =? ist, DZ = y(? )) = 144 +9— 213-4) = 
y(134—2y3) =3,141533. Der halbe Kreis-Umfang ACB ist — 3,141503, 
also ist DZ nur um 3,141593 — 3,141533 = 0,00006 oder etwa um den 
17000ten Theil des Halbmessers kürzer als der halbe Kreis- Umfang ACB. 
Macht man ZK—=ZD, so ist die Fläche des geradlinigen gleichschenk- 
ligen Dreiecks KZD ebenfalls nur um etwa den 17000ten Theil kleiner als 
die Fläche des Kreises ACBD: denn die Fläche jenes Dreiecks ist = 4KZ.CD 
—4KZ.2—= KZ und die Fläche des Kreises ist 2-ACB-140 — 2: ACB-} 
— ACB, und KZ kommt ACB bis auf etwa den 17000ten Theil nahe. 
Es wäre auch noch zu bemerken, dafs, wenn man ZA zieht, die Fläche 
des geradlinigen Dreiecks DZE bis auf etwa den 2S0ten Theil der Aalben Kreis- 


R 4 u 1 
fläche gleich ist. Denn es it IE DZ—= 1 CZ:CD —ı 100° 2=I— 73° 


02 (3-7 73 











CZ? 07 
ACEZ —= NZ: -J4AHZ — NZ’ ı1HZ.HA = ı also 


HZ 2 ’ 
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6-4) 
v3 FEN 
m oder "ADZE = 


- 2 
2(4—-—-) 





ADZE ACDZ — ACEZ = 3 








| / 2 1 1 l 

I— — Ss — — —3+— Be Kae 

(. I\Io RR v3 Br (3 MER 1 v3 "v3 Se (3 73)(2 v3 
75° me u. er 
Pan. 3 Pere.? BR 
y3 v3 v3 


3.130485 und SDZE = 1,56524. Die Fläche des Halbkreises ACB ist 
1.3,14593 — 1,57079, also ist das Dreieck DZE nur um 1,57079 — 1,5654 
-(0),00555 oder um etwa den 2S0ten Theil kleiner als der Halbkreis. 

Es giebt bekanntlich mehrere Mittel, durch Zeichnung eine gerade Linie 
zu finden. deren Länge der des Kreis- Umfanges oder einem bestimmten Theile 
desselben nahe kommt. Ein Paar solcher Mittel finden sich im 3ten Bande dieses 
Journals S. 83 und 405. Ich weifs nicht, ob irgendwo schon angemerkt ist, dafs 
derjenige Cosinus, welcher der zugehörigen Tangente gleich ist, zugleich der 
Länge des Sten Theils des Kreis-Umfanges bis auf etwa den 1343ten Theil 
nahe kommt. Jener Winkel beträgt etwa 38 Grad und 114 Minuten. Setzt 


man nemlich cos — tangx, so folgt daraus sin& = cos x" —= 1 — sin”, also 
sinz —4(y5—1)=cos.r”, und mithin, da 4(y5 — 1) = 0,61503398875 ist, 


cos — 0,786151. Der Ste Theil des Kreis- Umfanges ist — 0,785398, mithin 
ist cos.r nur um 0,786 151 — 0,785398 = 0,000755 oder um etwa den 1343ten 
Theil länger als der Ste Theil des Kreis-Umfanges. Macht man also auf AF 
in der Figur AQ—= A0, so ist OF —=y5 — 1; denn AF" ist— AB’-+-BF”—5. 
Macht man hierauf B@ —= OF’ und zieht OÖOPLN aus O auf BG senkrecht, 
so it BP—= 1BG = LM = sine = 4y5—1), folglich LOB — x und 
OM =- cos& == OP=— NB== tangr, mithin ist das Perpendikel OP aus O 
auf die Sehne @P = QF' dem halben Kreis - Umfangsviertel BC bis auf etwa 
den 13-tten Theil gleich. Die Seite des regelmäfsigen eingeschriebenen Zehn- 
ecks ist bekanntlich = 4(y5 —1), also ist der Sinus LM = PB=sinz das 
Doppelte dieser Seite. 

Berlin im März 1846. 
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11. 


Von denjenigen Moduln, welche Potenzen von 
Primzahlen sind. 


(Von Herrn Oberlehrer Dr. Schönemann am Gymnasio zu Brandenburg an der Havel.) 


( Fortsetzung und Schlufs der Abhandlung Nr. 22. im vorigen Bande. ) 


$. 51. 
Die. Begriffe von einfachen und irreductibeln Ausdrücken von z sollen auch 
auf zusammengesetzte Moduln angewendet werden. 

Es läfst sich sogleich übersehen, dafs jeder Ausdruck, in welchem der 
Coefficient der höchsten Potenz von x mit dem Modul keinen Factor gemein- 
schaftlich hat, sich nach demselben dem Producte eines einfachen Ausdrucks und 
des Coeflicienten der höchsten Potenz congruent setzen lasse. (Vergl. $. 2.) 


$. 52. 

Lehrsatz. Ist der Modul die »' Potenz einer Primzahl p, und das 
Produet zweier Ausdrücke von & ist = 0 (mod. p”), so mufs der zweite Aus- 
druck = 0 (mod. p”) sein, wenn der erste Ausdruck nicht =0 (mod. p) ist. 

Bezeichnet man also jene beiden Ausdrücke durch fx und iz, ist 
fie c2= 0 (mod. p”), und weifs man, dafs fx nicht = 0 (mod.p) ist, so 
mufs Re=0 (mod. p”) sein. 

Beweis. Zunächst folgt %£2==0 (mod.p) ($. 4.); daher kann man 
fx =pfx setzen, wo &x einen Ausdruck von & bedeute. Da nun 
pfixhe= 0 (mod. p”) ist, so mus k xx ==0 (mod. p”—") sein. Nun mufs 
wieder ($. 4.) k2=0 (mod. p) sein, wenn m gröfser als 1 ist, und man 
kann ke=pfhix und kr =p’fix setzen. Durch fortgesetzte Anwendung 
derselben Schlufsfolge erhält man zuletzt „2 =p"fiim =0 (mod. p”). 

Zusatz. Itar-dbe=cr-dr (mod. p”), wo az, bxz, cz und dx 
Ausdrücke von x bedeuten, und weils man, dafs ax = cz (mod. p”) ist. 
dafs aber diese beiden Ausdrücke nicht = 0 (mod. p) sind: so mufs auch 
bxz = dx (mod. p”) sein. Da nämlich aus obiger Congruenz leicht folgt, dafs 
ax(bxz — dx) =0 (mod.p”) sein müsse, und da nach der Voraussetzung a. nicht 
==} (mod. p) ist, so mufs dr — dx = 0) (mod. p”) oder dr = dx (mod. p”) sein. 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 2. 13 
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S. 53. 
Lehrsatz. Wenn 
("+4,24 -+a,) A-pFx) = (2"+b,2"" + —-b,)(A,-pF\, x) (mod. p”) 
ist und @, &,....4,, di, da, .... d,, Aund A, bedeuten ganze Zahlen, von 
welchen A und 4, Pa ==() (mod. p) sind, und Fr und F\x Fon Ausdrücke 
von z: soistauch "a0"... 0, =2"-banter- -b, (mod. p”) 


und A-»Fxe= 4, L»F, x (mod. p”). 
Beweis. Zunächst folgt der Satz für m — | unmittelbar, ng: man kann 


n | an—2 | . | [ . | 
daher 2" —-b,2""+b,2”""-- .... b,— 2" +4,20” 4, Pl OE-HOE" + C,_,) 
und A = A--pz setzen, ware gi und & ganze Zahlen bedeuten. 
Setzt man nun z-+-F\x = F;r, so erhält man (2"--a, 2"... --a,)(A--pFr) 
—=(2"+-a,0”"- na, place en ))(A+-p Fr x) (mod. p”) 
und hieraus 
an I » —1 | ! P Y, 2‘ ‚ys. 
(2"-+-4,2" a aa -a,)(p(F — Fr) ) 
== N die Re (mod. p”), und daher 
ee | —1 | v 
(2"+a,2"" a) Fa —F}r) 
= (arte 2"... 0,,)(A+pF:r) (mod. 9”). 


Ist nun »n gröfser als I, so findet die letzte Congruenz gewils auch in 
Bezug auf den Modul p Stall. Da aber rechts das Glied ausfällt, welches x" 
enthält, so mufs das Gleiche auch auf der linken Seite geschehen. Dies kann 
aber nur erfolgen, wenn Fr — F,r —=0 (mod. p) ist. Setzt man demnach 
Fr —F,xe—pF‘,x, so erhält man, da A+p#r,x nicht =0 (mod. p) sein 


> 


kann, ae" +0,02” er. 6, ,=0 (mod.p). Setzt man daher den Aus- 


i 


druck a” "+02"... 6, = pYz, Wo pr einen Ausdruck von x 
bedeutet, der den (a— 1)" Grad nicht übersteigen kann, so erhält man 
(a a2"... +4)FRx = yr(A+pFPxr) (mod. p”"”) und 
"harter. 4b = 2" ac +... +a,+-pyz, und milhin 
e"+be He eat" (mod. p°). 

Ist m gröfser als ?, so mufs auch die Congruenz (2’ +2"... 14) Fyx 


= px (A--pF;x) (mod. 2 Statt finden. Da nun px von einem geringeren Grade 
oe dem n'” ist, so mufs, wie vorhin, #32 = 0 (mod. p) sein. Man kann daher 
F,xc = pF,x setzen, wo F\x einen Ausdruck von x bedeutet; und hier- 
nach mufs nun auch 92 = 0) (mod. p) sein, oder es muls sich x = py,x 


setzen re wo px einen Ausdruck von = bedeutet. Hiernach erhält 
a ) n— ] | 3 “1° 

+b, = 2" a@0"+ 4-4, +p°yp,r, und mithin 

un n-1 | En ee r Bun | 3 

x" b,x" vu hen 4a,2"" 4... a, (mod. p°). 


} 


man 2" -+-b,x2”” 
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Durch forigesetzie Anwendung derselben Schlüsse beweiset man zunächst. 
dafs +2" +... +0, = 2" -+b,2""-46. 4-5, (mod. p”) sei. Nachdem dies 
bewiesen ist, folgt auch, dafs A--pFx = A, + pF\, x (mod. p”) ist ($. 52. Zus.). 

$. 54. 

Lehrsatz. Jeder Ausdruck von der Form 4,2” +4,20" aa"... 

+ 4,n2" + 4,_,120"" ++... -+-a,, in welchem sämmtliche Co&fficienten 


Ays Ay, Ars .... 4,_„_ı nach dem Modul » congruent O sind, a,_, aber nicht 


congruent 0) nach dem Modul p ist, läfst sich nach dem Modul p” einem Product 
von der Form (= --b,2”"""-- ....+b,)(A-+pFx) congruent setzen, wo b,. 
by, .... d, und A ganze Zahlen sind, F'x aber einen Ausdruck vom Grade 
»—n bedeutet. 

Beweis. Man bestimme /,, Pa, .... 9, 50, dals a, „@"+a,_ a" ea, 
= 4a,_.(2"—+ 9,8%"... P,) (mod. p) wird ($. 2.). Nun giebt es offenbar 
p”" Zahlen, die nach dem Modul » einer gegebenen Zahl, etwa %,,. congruent. 
nach dem Modul p” aber verschieden sind; diese Zahlen sind nämlich /9,. Pı--P, 
Pıt2P5 »-+. Pı+(p”""—1)p. Da nun der Ausdruck &"+P,2”"""+-....+-P,. 
n Coeflicienten /,, Pas --.. P,„ hat, so folgt leicht aus der Combinationslehre. 
dals es p”="" einfache Ausdrücke geben wird, die mit &" + PA,2"""-4.... 9, 
nach dem Modul p congruent und die unter sich nach dem Modul »” sämmt- 
lich verschieden sein werden. Die Totalität dieser Ausdrücke wollen wir die 
erste Classe nennen. 

Setzt man für A irgend eine unveränderliche Zahl, die= «,_, (mod.p) ist. 
so giebt es so viele Ausdrücke von der Form A--pF.r, die nach dem Modul p” 
verschieden sind, als Ausdrücke, die nach dem Modul p congruent 0 und nach dem 
Modul »” verschieden sind. Da aber #'x im Allgemeinen ein vielfacher Ausdruck 
vom Grade v —n ist, also »—n--1 veränderliche Coöfficienten in sich schliefst, 
so folgt, wie vorhin, dafs es p”"-P="+D Ausdrücke geben werde, die nach dem 
Modul p mit A--pE'x congruent sind, die aber nach dem Modul 9” verschie- 
den sind. Die Totalität dieser Ausdrücke wollen wir die zweite Classe nennen. 

Offenbar kann man nun p"=®". yim=Vo—+) — pi—do+V Producte bilden. 
die einen Factor aus der ersten Classe und einen aus der zweiten Classe in sich 
schliefsen. Alle diese Producte werden ($. 53.) nach dem Modul »” verschie- 
den, aber offenbar nach dem Modul p congruenti sein. Nun giebt es aber im 
Ganzen nur p"®V+VD Ausdrücke, die mit 

ar am ++ +a, at teM, 
nach dem Modul » congruent, aber nach dem Modul p” unter sich verschie- 
13 * 
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schieden sind: es mufs also auch dieser Ausdruck sich einem Produet zweier 
Factoren aus der ersten und zweiten Classe congruent setzen lassen. 


$. 55. 

Lehrsatz. Ist das Product eines Ausdrucks, der nicht = 0 (mod. p) 
ist, und eines einfachen, nach dem Modul p” irreductibeln Ausdrucks dem 
Producle zweier andern Ausdrücke von x nach demselben Modul congruent, 
so hat einer derselben den irreductibeln Ausdruck nach dem Modul 9” zum 
Divisor, wenn der andre Ausdruck sich nicht durch den irreductiblen Ausdruck 
in Bezug auf den Modul p dividiren läfst. 


3jeweis. Ist der irreductible Ausdruck vom 1' Grade, so läfst sich 
der Beweis wie in $. 5. führen. 

Wir wollen nun voraussetzen, der Satz sei bis zu dem Grade 2 be- 
wiesen, und zeigen, er gelte auch für den Grad n+1. Es sei demnach yx 
ein nach dem Modul »” irreductibler, einfacher Ausdruck vom Grade n-- 1 
und yefxz = AxrBx (mod.p”), und fx sei nicht =0 (mod.p). Ferner 
bezeichne man den algebraischen Quotienten, den man erhält, wenn man Br 
durch y x dividirt, durch Q@x, und den Rest, welcher den nr‘ Grad nicht über- 
schreiten kann, durch Rx, so erhält man px (fa — Ax bx) = Ar Rx (mod. p”). 
Wäre nun Rx nicht = 0 (mod. p), so kann man Rr = gx(h--pF'x) (mod. p”) 
setzen. wo 9x einen einfachen Ausdruck von x anzeigt, Fx irgend einen Aus- 
druck von x, und A eine ganze Zahl, die nicht = 0 (mod. p) ist, und wo 
die Summe der Zahlen, welche die Grade von g& und F'x angeben, gleich 
dem Grade von Rx ist ($. 54.). Man erhält nun ya(fe— AzxOr) 
—= Ax-gx(h--pFx) (mod.p”). Da aber gr nur irreductible einfache Facto- 
ren von einem geringern Grade als dem (n--1)'" einschliefsen kann, so 
müssen diese auch in fe — Ax-Q:x enthalten sein, indem px irreductibel ist. 
Selzt man nun fe — As-Qx = gxQ,x (mod. p”), so erhält man leicht 
yx-Q,x = Ax(h--pFx) (mod. p”). Da aber nach der Voraussetzung px 
und fx nicht = 0 (mod.p) sind, so kann auch Az nicht = 0 (mod. p) 


sein. Man kann daher Az = A,r(h,+pFixr) (mod. p”) seizen, wo 
F\,x ein Ausdruck von x, A,x ein einfacher Ausdruck von z, und 4, 
eine Zahl ist, die nicht = 0) (mod. p) ist. Hieraus erhält man px Q,r 


— d,r(h,+pF,x)(h+pFx) (mod. p”). Da aber Q, x auch nicht == 0 (mod. pP) 
sein kann, so kann man Q,x = Q,2(h,{pF,x) (mod. p”) setzen, wo Q,r 
ein einfacher Ausdruck, und A, nicht =0 (mod. p) ist. Daraus ergiebt sich 
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y2Q0,2(y+pP,x) = A,x(h,+-pF,x)(h-+pFx) (mod. p”). Danunyx Q,x 
und A,x einfache Ausdrücke, und A, A, und 4, nicht = 0 (mod. p) sind, so 
folgt leicht, dafs yx Q,x = A,r (mod. p”) ($. 53.) und dafs mithin yx ein 
Factor von A, und daher auch von Ax in Bezug auf den Modul p” sei. 

$. 56. 

Zwei Ausdrücke derselben Wurzel « eines nach dem Modul p” irre- 
ductiblen einfachen Ausdrucks fx sollen auch hier nach dem Modul p”,« con- 
gruent heifsen, wenn sich der eine von ihnen als eine Summe des andern und 
eines »”fachen Ausdrucks dieser Wurzel darstelien läfst. 

Es folgt dann, wie in $. 14., dafs, wenn ya = we (mod. p”,«) ist. 
auch fx in Bezug auf den Modul p” ein Theiler von y@e — vx sein muls: 
und umgekehrt. 

$. 57. 

Lehrsatz. Wird ein Ausdruck von «, der nicht = 0 (mod. p, «) ist, 
in einen zweiten Ausdruck von « multiplieirt, so kann das Product nicht 
==() (mod. p”, «@) werden, wenn nicht der zweite Ausdruck =0 (mod. p", «) ist. 

Gesetzt pa sei ein Ausdruck von «, der nicht == 0 (mod. p, «) ist, und 
yawe==( (mod.p”,«), so ist zu zeigen, dals va == 0 (mod. p”,«) ist. 

Beweis. Da gya-wae==U (mod. p”,o) ist, so mufs ya-war durch 
den einfachen und in Bezug auf den Modul p” irreductibeln Ausdruck fx 
dividirbar sein. Man kann also yxr-wz=fx-9x (mod.p”) setzen, wo gx 
ein Ausdruck von x ist. Setzt man nun ye=fx-Qx--Rr, wo Qx den 
Quotienten bedeutet, den man bei der Division von px durch fx erhält, und ix 
den Rest: so kann Az nicht = 0 (mod. p) sein, weil sonst pa == 0 (mod. p, «) 
wäre. Da also „x in Bezug auf den Modul p nicht durch fx theilbar ist, so 
mufs w.e in Bezug auf den Modul »” durch fx theilbar sein ($.52.). Hieraus 
folgt aber ya=0 (mod. pP", «). 

$. 58. 

Lehrsatz. Ist das Product zweier einfacher Ausdrücke von x dem 
Product zweier anderer einfacher Ausdrücke von x nach dem Modul p” con- 
gruent: haben ferner die Factoren eines solchen Products nach dem Modul p 
keinen gemeinschaftlichen Factor, und sind die Factoren des einen Products 
denen des andern nach dem Modul p congruent: so müssen sie auch nach dem 
Modul »” congruent sein. 

Bedeuten also fx, fir, gr und 9,2 Ausdrücke von 2, und ist 
fe =fix (mod. p) und ge =g, x (mod. p), ferner fr-gr=fix-g,x (mod. p”). 
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so muls auch fx =f,® (mod. p”) und yz = g,x (mod. p”) sein, wenn fx 
und gz nach dem Modul » keinen gemeinschaftlichen Factor haben. 

Beweis. Zum Beweise selze man 2 =f.ır-+pyx und 2 —grc+pyz, 
wo px und yxw Ausdrücke von x bedeuten, so ist 

fz.gx = (fe +pyz)(ge+pyx) (mod. p”). 

Zunächst bemerke man, dafs pp x und pyx von geringerem Grade sein 
müssen. als f, = und 9,2 oder fx und g.r, weil diese vier Ausdrücke nach der 
Voraussetzung einfach sind. Wäre nun « eine Wurzel eines nach dem Modul »” 
irreductibeln einfachen Ausdrucks von x, der nach demselben Modul ein Factor 
von fx ist, und selbst ex heifsen mag: so folgt aus der Congruenz fr-yr = 
(fe-+pypx)\ ge --pyx)(mod.p”) die folgende: 0 = pya(ge--pyea) (mod.p"”,«). 
Da aber fx und g.w nach dem Modul » keinen gemeinschaftlichen Factor ha- 
ben. so kann ge nicht =0 (mod. p,«) sein, und es folgt ($. 57.), dafs 
pyae==UV (mod.p”,«) sei, und daher, dafs ppx den Factor ea: in Bezug auf 
den Modul 2” in sich schliefse ($. 56.). Setzt man daher fx = ex-fx (mod. p”) 
und yyx =Zpex-p&x (mod. p”), so leilet man durch Division mit ex aus 
der obigen Congruenz nach ($. 52. Zus.) leicht die Congruenz hx:-gyx 

fr pp X)(ge-+pyx) (mod. p”) her. Nun folgt aber wieder, dafs pp.x 
in Bezug aul den Modul »” jeden einfachen Factor mit x gemeinschaftlich 
haben müsse. Durch fortgesetzte Schlüsse derselben Art beweiset man, dafs 
py=x dieselben Factoren in Bezug auf den Modul p” enthalte, wie fx. Dies 
geht aber nur an, wenn PpXx==() (mod. p") ist, weil es von einem geringeren 
Grade als fx ist. Ist aber ppz=0 (mod. p”), so ist h,x=frx (mod. p”). 
und ebenso 9,2 ==g.x (mod. pP"). 


$. 59. 

Lehrsatz. Ist irgend ein einfacher Ausdruck von x nachı dem Modul p 
in zwei einfache Facloren zerlegbar, die nach demselben Modul keinen gemein- 
schaftlichen Divisor haben: so ist dieser Ausdruck auch nach dem Modul p”, 
aber nur auf eine Weise, in zwei Factoren zerlegbar, welche jenen beiden 
ersten nach dem Modul p congruent sind. 

Bedeuten also Fr, fa, fix, Qx und Q,x einfache Ausdrücke von z, 
st Fr ef Qx (mod. p), und haben fr und Q.r keinen gemeinschaftlichen 
Factor nach dem Modul p, so läfst sich auf eine, aber nur auf eine 
Weise, Fr = fix Q,x (mod. p”) selzen, so dafs ix = fx (mod.p) und 
),r = Qx (mod. p) wird. 
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Beweis. Es sei fr vom Grade n, so giebt es »” "" verschiedene 
einfache Ausdrücke nach dem Modul »”, die, nach dem Modul p genommen. 
mit fx congruent werden. Bezeichnet nämlich a, irgend einen Coöffhieienten von 
fx, so ist die Reihe der Ausdrücke @, &+p, aı--Np, .... @a,--(p””—1)p 
congruent, aber nach dem Modul p” verschieden. Da also in fx an die Stelle 
jedes Coöfficienten p”" verschiedene Werlhe treten können, wenn man slall p 
den Modul p” einführt, und da fr, aufser dem Coöfficienten der höchsten Potenz 
von x, welcher 1 ist, n Coeffieienten hat, so kann dieser Ausdruck p"”""" Werthe 
annehmen, die nach dem Modul p” verschieden, aber nach dem Modul » congruen! 
sind. Ist nun Qx vom Grade v, so kann dieser Ausdruck nach dem Modul p” 
ebenfalls p”""” verschiedene Werthe erhalten. Multiplieirt man einen Ausdruck 
von fx mit einem Ausdruck von Oz, so erhält das Product den Grad nv. 
Man kann aber wie vorhin schliefsen, dafs es p'” "+ einfache Ausdrücke 
nach dem Modul 9” geben werde, die nach dem Modul » mit jenem Pro- 
duct, oder auch mit Fir congruent und nach dem Modul p” unter sich ver- 
schieden sind. Nun giebt es p'”""" Ausdrücke, die an die Stelle von fir, 
und 9”, Ausdrücke, die an die Stelle von Qx treten können: also kann 
man offenbar pt". pe» — zer=D49) Producte bilden, deren Factoren fr 
und Qx nach dem Modul p beide congruent und nach dem Modul p” nicht 
beide congrueut sind. Da alle diese Producte auch nach dem Modul 9” ver- 
schieden sein müssen, weil ihre beiden Factoren nach der Voraussetzung kei- 
nen gemeinschaftlichen Theiler in Bezug auf den Modul » einschliefsen ($. 54.) 
und es überhaupt nur p“”="""”) verschiedene Ausdrücke nach dem Modul p” 
giebt, die mit Fr congruent werden, so folgt, dafs jeder dieser Ausdrücke, 
also auch Fr, sich nach dem Modul p” auf eine Weise in zwei Factoren 
zerfällen lasse, die nach dem Modul » mit fe und Qx congruent werden. 


S. 60. 


Aus dem vorigen Paragraph ergiebt sich, dafs es bei einer Unter- 
suchung über die Möglichkeit der Zerfällung gegebener Ausdrücke von x nach 
dem Modul p” nur darauf ankommt, solche Ausdrücke zu untersuchen, die 
nach dem Modul 9 Potenzen von irreductiblen Ausdrücken sind. Denn es 
mufs jeder Ausdruck, der nach dem Modul p” irreductibel ist, auch nach den: 
Modul p irreductibel, oder die Potenz eines irreductibeln Ausdrucks sein. 

Demnach ergiebt sich hier ganz naturgemäfs folgende Aufgabe: 
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$. 61. 

Aufgabe. Zu untersuchen, ob die Potenz eines nach dem Modul p 
irreductibeln Ausdrucks, nach dem Modul p” irreductibel sei, oder nicht. 

Da es indessen scheint, als wenn die Lösung dieser Aufgabe im All- 
gemeinen sich nicht einfach geben lasse, so soll sie auf den Modul p? einge- 
schränkt und es soll zunächst untersucht werden, in welchem Fall der Ausdruck 
(2 —a)”--pFr, wo a eine ganze Zahl und Fr einen Ausdruck von z be- 
deutet, nach diesem Modul zerfällbar sei, oder nicht. 

Nach dem Modul p hat («—a)" —- pF'x nur Factoren von der 
Form (2 — a)”, wo a und m ganze Zahlen bedeuten ($. 6.); es mufs daher, 
wenn (2 — a)" --pF'x nach dem Modul p’ zerfällbar ist, jeder der Factoren 
die Form (2 — a)” --pRx haben; wo Rx einen Ausdruck von x bedeutet. 
Es sei also (e—a)” -+pFx = [(x—a)” +pRz][(c—a)’+pQx] (mod. p°), 
wo Qzx ebenfalls einen Ausdruck von x, und g eine ganze Zahl bedeutet. 
Selzt man nun 2==a, so erhält man offenbar yFa=0 (mod. p?) und daher 
Fa == 0 (mod. p). Es mufs also Fir nach dem Modul p den Factor 2 — u 
haben, und man darf daher den Satz aussprechen: dafs (@« — a)" --pFxr nach 
dem Modul p’ irreductibel sein werde, wenn Fx nach dem Modul p nicht 
den Factor c—.a in sich schliefst. Übrigens folgt leicht, dafs die Erfüllung 
dieser Bedingung hinreicht, um (2 —a)"-+pF'x nach dem Modul p° zerfällbar 
zu machen. 


‚ . er 
Wenden wir das erhaltene Resultat auf den Ausdruck —__7 au, wo 
"A 


n eine Primzahl bedeutet. Es ist für diesen Fall =" — 1 = («—1)” (mod.n), 
und man erhält also 


Bee. RN n—1l | „nor | En .: \n—1 Bin 
a wu =, rı TUN We +1 — (2 —1) +nF'r. 
Für == I erhält man a=—nF'{1) und daher #'(1)== 1, und nicht =0 (mod. n). 


y” a i a A z = 
oe nach dem Modul n’ stets irreductibel ist, wenn 
” ee 


Hieraus folgt, dafs - 
n eine Primzahl bedeutel; mithin mufs dieser Ausdruck gewifs in alge- 
braischer Beziehung irreductibel sein. 

Die Leichtigkeit des Beweises dieses Satzes ist auffallend, da derselbe 
iin den „Disquisiliones” mit einem viel gröfsern Aufwande von Scharfsinn, und 
dennoch viel umständlicher geführt ist. (Vergl. $. 50. Zus. 2.) 

Bedeutet nun fir einen Ausdruck, der nach dem Modul p irreductibel 
ist. so ist jetzt die Bedingung zu finden, unter welcher (fz)"+pF'r nach 
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dem Modul p° irreductibel sei, oder nicht. Da (fx)"--pF.xr nach dem Modul p 
nur Factoren von der Form (f“x)” haben kann, so mufs jeder Factor von 
(fx)"+-pF'x in Bezug auf den Modul p’ die Form (fx)"-+-pRx haben. 
Setzt man also (fr) pFax = [(fr)"”+pRx][(fx)’--pQx] (mod. p‘). 
und « eine Wurzel von fx, so erhält man yFa« = 0 (mod. p’,«), und da- 
her Fa =0 (mod. p,«e). Soll demnach (fx)"--pF'x nach dem Modul p’ 
zerfüllbar sein, somufs Fa == 0 (mod.p, «) und folglich fx in Bezug auf 
den Modul p ein Factor von F'x sein *). Dafs diese Bedingung für die 
Zerfällbarkeit auch hinreiche, ist ebenfalls leicht zu sehen. 
$. 62. 

Lehrsatz. Ist fx ein einfacher irreductibler Ausdruck in Bezug auf den 
Modul p, und vom n'" Grade, und p« irgend ein Ausdruck einer Wurzel dessel- 
ben, der nicht = 0 (mod.p, «) ist: so ist stets (pa) "== | (mod. p”, «): 
oder: Die »”"'(p"—1)' Potenz jedes Ausdrucks der Wurzel einer nach dem 
Modul » irreductibeln einfachen Congruenz ist nach dem Modul (p”, «) con- 
geruent I, wenn der Ausdruck selbst nicht =0 (mod. p, «) ist. 

Beweis. Es ist (ga)P”" == 1 (mod. p,«) ($.19.). Schreibt man diese 


Congruenz als Gleichung, so erhält man (4 ap"! — --pRec, wo Ra einen 
Ausdruck von « bedeutet. Erhebt man beide Seiten der Gleichung zur Po- 
tenz p”=' und bedenkt, dafs (1--pRe)” == 1 (mod. p”,«) ist (wie leicht 
aus der Entwicklung nach dem binomischen Lehrsatze folgt), so erhält man 
(po) — | (mod. pP”, «). 

Zusatz. Da fe =(2—eo)(r—oP)....(2—e"”) (mod. p, «) ist ($. 18). 
so erhält man. wenn man diese Congruenz als Gleichung schreibt: 


m-—Li 


fe = (re —o)(# — oP).... (2 — a" )+-pFex,e), 
wo F‘x,c) einen Ausdruck von z bedeutet, dessen Coefficienten Ausdrücke 
von « sind. Erhebt man beide Seiten dieser Gleichung zur (p»”")'*" Potenz 
und schliefst wie vorher, so erhält man 


(far = [(e—-e)(e—e)....(e—e""] (mod. pr, 0) 
Man kann diese Formel als die allgemeinere der ersten Formel in ($. 18.) an- 











*) Setzt man nämlich Fr = fae-qXx-+rx, wo qx den algebraischen Quotienten 
bedeutet, den man erhält, wenn man Fr durch f.r dividirt, und ».x den Divisions-Rest: so 
ist offenbar Fe= re. Danun Fa=0 (mod.p, «) ist, so mufs auch ra = 0 (mod.p, «) 
sein. Dies kann aber nur geschehen, wenn r.r ein pfacher Ausdruck ist. In diesem 
Falle ist dann aber f.r in Bezug auf den Modul » ein Theiler von Fr, wie oben vor- 
ausgesetzt wird. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIl. Heft 2. 14 
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sehen. Indessen wird die wahre Bedeutung jener Formel für den Modul (p”, «) 


oezeiet werden. 


erst in Folgendem g 


$. 63. 

Wenn fx ein einfacher und nach dem Modul p irreductibler Ausdruck 
ist, dessen Wurzeln &, &, &, .... &,_, Sind; ferner px irgend einen andern 
Ausdruck von x bezeichnet, und (2 — ya)(z2— gya,)....(3— ya,_ı), Welches 
gleich #'z gesetzt werden mag, ebenfalls nach dem Modul p irreduclibel ist, und 
man hat Dyz— fx-qw--p”"rx, woDy.x einen Ausdruck von px, 9x und 
rx aber Ausdrücke von x bedeuten: so kann man auch Dz = Fr-Qz--p"”Rz 
setzen. wo Qx und Az ebenfalls Ausdrücke von & bezeichnen. Oder, wenn 
Dyea = () (mod. p”,«) ist, so muls auch Iya« == 0 (mod. p”, y«) sein, wenn 
F'z oder (2 — ge) (2 — ya,)....(2— ya,_,) nach dem Modul p irreduclibel ist. 

Beweis. Man setze Dz = Fr Q,z-+-R,z, wo Q,2 den algebrai- 
schen Quotienten und #,2z den Rest bedeutet, welchen man erhält, wenn 
man Dx durch Fz dividir. Da nun Dyz —=fx-yx-p”rx und daher 
Dya=p"ro, Dyu=p"ra,.... Dya,ı=p"ra,., ist, so folgt, dals 
N(D,)=DyeDya,....Dya_=p""raro,....ra,_, sein werde Es 
ist mithin offenbar N(D,)==0 (mod.p), und daher F'z ein Theiler von Da 
in Bezug auf den Modul p ($. 11.). Man kann folglich d,2=pR,z setzen, 
wo R,z einen Ausdruck von x& bedeutet. Dann erhielte man aber X(D,) 
ai R..)=p" NR... =p"" ra, r&,....rao,_, und mithin 

NR, .) — TIER An 
Ist nun an — | ‚ so mufs N(R,,) ebenfalls = 0 (mod. p) und daher R,z von 
der Form pR,z sein, wo R,z einen Ausdruck von 2 bedeutet. Hieraus 
folgt R,xz=p’R,z und Dz—Fz-Q,2-+-p’R,z. Setzt man diese Schlüsse 
fort, so erhält man Ds = Fz-Q,2-4p”"R,„z. Dann erhiellte man aber 
N(R, .): N p"'R,,) —=p""N(R,,)=p""ruro ....70,_, und mithin 
NR„,„=p’raro,ra....T&,.- 
Hiernach wäre schliefslich N (R,,) —() (mod.p) und R„z = pR,„,,2, und 
daher Dz —F% Q,2--p” R,;,ı2. Selzt man nun Oz — Q, 2 und Rz —=R,, 2, 
so ist der Salz bewiesen. 


$. 64. 
Lehrsatz. Ist fx ein einfacher Ausdruck vom Grade », und in Bezug 
auf den Modul p irreductibel: ist ferner F'z ebenfalls ein einfacher Ausdruck 
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von 2, dessen Wurzeln die (»”')"" Potenzen der Wurzeln von fx sind: so 
ist stels: 

Fz = (2 — B)(2 — PP)(& — PP’)... (2 — PP") (mod. p”, P): 
wenn eine Wurzel von F'z ist. 

Beweis. Da fx = F'r (mod.p) sein muls ($. 13.), so folgt, dafs 
auch #r, und somit auch #'z zugleich mit fx nach dem Modul p irreductibel 
sein mufs. Ist nun « eine Wurzel von fx, so erhält man ae" _ | 
== () (mod. p”,«) ($. 58.). Hieraus folgt, dafs fx in Bezug auf den Modul p” 
ein Factor von ar” "1 ist ($. 52.). Setzt man nun =?” —z, so erhält 
man ar" @=D — 1 — gP"1— 1. Beide Ausdrücke treten an die Stelle von Dypx 


a . m—L m m 
und Dz im vorigen Paragraphen. Da man nun er" P_- 1 — fr-gx --p”rx 
setzen kann, so folgt auch, dafs z’"—1=Fr-Qz-p"Rz, oder dafs 
F'z in Bezug auf den Modul p” ein Divisor von 2’'—1 sei. Aber das 


Product sämmtlicher, nach dem Modul ‚Re VÜDERREHERER irreducliblen Ausdrücke 
von 2, deren Grad in n aufgeht, ist = zP’' (mod. p) ($. 45.): also können 
Fz und Qz in Bezug auf den Modul p keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben. Setzt man in die letzte Gleichung statt x den Werth 3 und bedenkt. 


dafs #'? —=0 ist, so erhält man A""—1=p"Rp Bong PF'== 1 (mod. p”, ?). 


und hieraus Tawnnd (mod. p”, ?) oder (PP) ee =, (mod. p”, ). 
Setzt man aber in dieselbe Gleichung statt z den Werth 5”, so erhält man 
Een — F3’ QP’-—-p” RP”, und mithin, da (/”) em zE Olmei. p",P) 

F 3? Q/’ = 0 (mod. p”, P). Da indessen der Ausdruck, dessen Wurzeln die 
zn Potenzen der Wurzeln von #'z sind, mit #'z nach dem Modul » congruent 
ist. und Oz mit F'z keinen gemeinschaftlichen Factor nach dem Modul p hat, 
so kann Op” nicht =0 (mod. p, ) sein: es mufs mithin F'p? == 0 (mod. p”, ) 
sein ($. 57.). Ebenso läfst sich beweisen, dafs jeder der Ausdrücke 
FRP', E'PP', .... =0 (mod. p”,/) sei. Hiermit ist die Grundlage des Be- 
weises gewonnen, und derselbe kann nun ganz ähnlich wie im $. 15. zu Ende 
geführt werden. 

Zusatz 1. Man kann auch behaupten, dafs der einfache Ausdruck, 
dessen Wurzeln die p'” Potenzen der Wurzeln von E'z sind, mit F'z nach 
dem Modul p” congruent sein müsse. Man nenne nämlich diesen Ausdruck @2 
und seze @z = Fz-+Rz, wo Rz den Divisions-Rest bedeutet, den 
man erhält, wenn man @2 durch F'z dividirt. Setzt man nun statt & den 


Werth 5” und bedenkt, dafs @P?=0 ist, so erhält man Ff—- RP — 0. 
14 * 








104 11. Schünemann, zur Theorie der höhern Congruenzen. 


Und da nun #3’ ==0 (mod. p”,?) ist, so mufs auch RP? = 0 (mod. p”,?) sein, 
und folglich Rx die Form p” R,s haben ($. 56.), wo R,z einen Ausdruck von 2 
bedeutet. Man erhält daher @&—= Fz-+p"” R,z oder @xz= F'z (mod. p”). 
Zusatz 2. Es ist in ($. 59.) gezeigt worden, dafs es p"="" einfache 
Ausdrücke giebt, die mit fx nach dem Modul p congruent, die aber nach dem 
Modul p” verschieden sind. Entwickelt man nun einen einfachen Ausdruck, 
dessen Wurzeln die (p”"")"" Potenzen der Wurzeln irgend eines dieser Aus- 
drücke sind, so wird man nach dem Modul p” stets denselben Ausdruck erhalten. 
Bezeichnet man nämlich wie oben einen solehen Ausdruck durch Fr, so erhält 
man 2" —1— Fr Q0x-+p”"Rx (vergl. diesen $.), oder man hat =! —1 
—= Fr Q@x (mod. p”) und weils zugleich, dafs Fr = fx (mod. p) ist. Da 
aber nun Fr und @.r keinen gemeinschaftlichen Theiler nach dem Modul p 
haben können ($. 45.), so kann es nicht noch ein Paar Factoren #, x und Q,x 
der Art geben, dafs "—ı1 = F,x(Q,xr (mod.p”), und Fr = fx (mod. p) 
sei ($.59.). Dies müfste aber der Fall sein, wenn zwei Ausdrücke, die nach 
dem Modul » congruent, nach dem Modul p” aber verschieden sind, nach dem 
Modul p” zwei verschiedene Ausdrücke erzeugten, indem man diejenigen Aus- 
drücke entwickelte, die von ihren Wurzeln die (p”)'" Potenzen enthielten. 


Von den zusammengesetzten Moduln. 
$. 65. 

Ist der Modul von der Form «a“b’c/ ete., wo a,b, c etc. verschiedene 
Primzahlen und «, 5, y ete. natürlich ganze positive Exponenten bedeuten, so 
leitet man leicht folgenden Satz ab: Wenn mx und Mx Ausdrücke von 2 
bedeuten, die nach den einzelnen Moduln «“, 5°, c’ etc. congruent sind, so 
sind diese beiden Ausdrücke auch nach dem Modul «a*b*c’ etc. congruent. Be- 
zeichnet man nämlich zwei entsprechende Coöffieienten von Mx und mx durch 
A und «a, so erhält man J—a = 0 (mod. «), A—a == 0 (mod. 2P), 
A—a == 0 (mod. 67) etc. und daher A—a =0 (mod. w*b’c/ etc.) oder 
A=Z a (mod. a“ b’c/ ete.). Da also alle entsprechenden Coöfficienten von Mx 
und mx nach dem Modul «“d” ec’ ete. übereinstimmen, so sind sie selbst nach 
diesem Modul congruent. 

Zusatz. Aus dem vorherstehenden Satze ergiebt sich unmittelbar folgen- 
der: Läfst sich ein Ausdruck von & durch einen zweiten, in Bezug auf die 
einzelnen Moduln «“, 5°, c’ etc. ohne Rest theilen, so läfst er sich auch in Be- 
zug auf den Modul «“d”e’ etc. durch diesen Ausdruck ohne Rest theilen. 
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$. 66. 

Lehrsatz. Ist #Fx ein einfacher Ausdruck, so kann man die Zahlen 3 
und 2, stets so bestimmen, dafs (e’—1)" durch F'.r in Bezug auf den Mo- 
dul a“ dcr etc. sich theilen lasse. 

Beweis. Zunächst bemerke man, dafs, wenn ein Ausdruck fr in 
Bezug auf den Modul a“ irreductibel ist, so ist er entweder in Bezug auf « 
selbst irreductibel, oder die Potenz eines irreductibeln Ausdrucks ($. 60.). Für 
den ersten Fall folgt aus ($. 62.), dafs [x ein Divisor von =” "=" 
wo n den Grad von fx angiebt. Für den zweiten Fall setze man n —n,2, 
wo n, und z ganze Zahlen bedeuten, und fe = yz"-pwz, wo yx ein 
einfacher irreductibler Ausdruck vom Grade z in Bezug auf den Modul p ist: 
so ist 9x in Bezug auf den Modul « ein Theiler von z=°""—1 ($. 18.); 
woraus folgt, dafs (=°”-"—1)" in Bezug auf den Modul « den Factor px” 
habe, und dafs man ferner in Bezug auf denselben Modul auch f.r oder 


n Zu_ n Pr 7 u ur 
px”"--pwx als Factor von (x —1)' ansehen könne. Da nun (= '="—1) 
in Bezug auf den Modul « den Factor fx in sich schliefst, so mulfs 


(2 1)" in Bezug auf den Modul a“ den Factor fx in sich schliefsen. 
Hieraus folgt nun zunächst, dafs man, wenn fx in Bezug auf den Modul «° 
irreductibel ist, stets die Zahlen £ und /, so bestimmen könne, dafs fx in 
Bezug auf den Modul a“ ein Factor von (2’—1)": werde. Enthält nun Fx in 
Bezug auf den Modul «“ die einfachen irreductibeln Factoren fx, fix, &x elc., 
so bestimme man £, und /, so, dafs (=":—1)" in Bezug auf den Modul «* den 
Factor f,x habe, und /, und /, so, dafs (e*— 1)" in Bezug auf denselben 
Modul den Factor fax habe etc. Nennt man dann 7’ das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache von /, /,, 7, etc., und 7', die Summe von +4 --t, -- ete.. 
so folgt leicht, dafs (2”—1)”: den Factor F'x in Bezug auf den Modul «“ 
in sich schliefsen werde. Bildet man nun noch die Ausdrücke (x — 1)”, 
(2” — 1)”: ete., welche in Bezug auf die Moduln df, ce’ ete. F'x als Factor 
enthalten, so folgt zunächst, dafs (ce —1)" (2° —1)* (2”—1)":.... in Be- 
zug auf den Modul «*6°c’ etc. den Factor Fr enthalte ($. 65.). Es erhellet 
aber auch leicht, dafs, wenn %& das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 
T, S, V etc., und 2, die Summe von T\, S,, P, etc. ist, dafs alsdann 
(z°—1)" in Bezug auf den Modul a“5?c? den Factor F'r in sich schliefsen 
werde. ($. 65.) 
Brandenburg, den 3ten April 1846. 
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12. 


Variationum quas elementa motus perturbati plane- 


tarum subeunt novn et facılıs evolutio. 
(Auct. Aug. Ferd. Möbius, Prof. ord. Lipsiae. ) 





Cars astronomicorum caleulorum perito notum est, duas esse methodos, qui- 
bus mutuae corporum coelestium perturbationes in computum vocentur. Una, 
quae melhodus perturbationum absolutarum vocatur, formulas proponit, quibus 
corporis perturbali coordinatae polares, i. e. longitudo, latitudo et radius vector. 
lempore el quantitalibus constantibus exprimuntur, ita ut ad locum corporis pro 
dato tempore inveniendum sola substitutio hujus specialis valoris temporis in 
formulis istis generalibus requiralur. Verum enim vero quum ejusmodi formulas 
une lanlum ea, quae suflieit, acie evolvere liceat, si excentricilas et inclinatio 
orbitae corporis perlurbali parvae sunt, quod solummodo in planetis majoribus 
eorumque salellitibus aceidit: pro planetis quatuor minoribus et pro comelis alia 
sub nomine meihodi perturbationum specialium cognila adhiberi solet metho- 
dus. — quamquam horum quoque corporum perturbaliones priori methodo sub- 
jicere vir ill. Hansen nostris temporibus feliciter conalus est *). 

Meihodus haec altera in consideratione nititur, corpus perturbatum circa 
corpus primarium, pula planetlam circa solem, si vis perlurbatrix subito cesset, 
secundum Aepler: leges motu elliptico progressurum esse ultima prioris orbitae 
parlicula perfecte determinando; quum autem illius vis impulsus continuo iteren- 
tur, elementa molus elliptiei, quem corpus quovis temporis momento sequi studeat, 
conlinuo mulari. Hine altera methodus eo tendil, ut ex elementis ellipticis, 
quae temporis quodam momento locum habuerunt, elliptica alius momenti ele- 
menta derivel, quippe ex quibus locus corporis ad hoc posterius tempus pertinens 
seeundum regulas, quae elliplico molui competunt, nolissimas calculari possit. 
Jam si haec duo lemporis momenta perparum inter se distarent, evolutione tan- 
tum formularum differentialium opus esset, quibus variationes elementorum motus 
elliptici, singulo, ut ila dicam, vis perturbatrieis impulsu productae, exprimuntur. 








*) Hansen, Ermittelung der absoluten Störungen in Ellipsen von beliebiger Excen- 
trieität und Neigung. Gotha 1843. 








mc 
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Quum vero istud temporis intervallum haud raro annos, imo longam interdum 
annorum seriem complectatur, formulae illae differentiales a priori momento 
usque ad posterius integrandae sunt. Haec autem integratio ob nimiam formu- 
larum complicationem directe institui nequit et ideirco ope quadraturae, quam 
vocant, mechanicae absolvenda est. 

Utriusque harum methodorum prima fundamenta geometra summus 
Eulerus posuit; et formulas quidem differentiales, quibus elementorum varia- 
tiones secundum methodum posteriorem calculantur, in dissertatione enucleavit. 
quae tomo XII. Nov. Comment. Petrop. anni 1768, inserta est: Methodus fa- 
cilis molus corporum coelestium ulcunque perlurbalos ad rulionem caleuli 
astronomici revocandi. Eaedem formulae, licet sub forma paulum mulata, 
exhinc diversimodo ab aliis evolutae sunt, ut a Lagrangio, a Laplacıo, 
a Besselio; ullimo denique tempore ab Enckio in Ephemeridibus Beroli- 
nensibus anni 1837, et quidem ea sub forma, sub qua Gaussio quondam cum 
eo hae formulae communicalae fuerant. Jam si, oblata mihi nune seribendi 
occasione, earundem formularum explicationem rursus in medium protuli, id 
propterea a me factum est, quod in elaborando libro anno praeterlapso a me 
edito (Die Klemente der Mechanik des Himmels etc.) in modum incidi. quo 
ad istas formulas, ut mihi saltem videtur, simplicius et facilius, quam, quas alii 
secuti sunt, raltionibus pervenire licet. 

His formulis evolutis, epilogi instar in variationem inquisivi, cui locus 
centri ellipseos perturbatae subjectus est. Quum enim, ut in fine istius libri 
ostendi, ex varialione centri variationes elementorum motus facillime derivari 
possint, et in orbilis paulum excentricis inter directiionem vis perturbantis et 
direclionem, secundum quam centram progreditur, memorabilis nexus intercedat, 
operae mihi prelium visum est, varialionem centri, quam ]. c. geometriae tan- 
tum elementaris ope et ratione approximaliva exploravi, nunc formularum ana- 
Iyticarum adjumento accuralius determinare. Sed rem ipsam aggrediar eamque 
ita exponam, ut eliam ab iis, qui in calculis physico-astronomieis minus versali 
sunt, facile intelligi queat. 

1. Vocentur S et P loca solis et planetae, quem inilio a perturba- 
tionibus liberum ideoque in ellipsi progredientem statuimus, cuius unum focum 
sol occupat; focus alter designetur per £. Ponendo igitur ellipseos semiaxem 
majorem — a, excentricitatem —=e, longitudinem perihelii in orbitae plano 
numeratam —w et dehinc longitudinem puncli F, = w-+- 180", longitudinem 
planetae in orbita veram = et radium vectorem planetae =jr, erunt in trian- 
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gulo SEP latera SF —= Rae, SP—=r, FP— 2a—r secundum nolissimam 
ellipseos proprielatem, et angulos PSF=w-+180'’—1; ergo 

(2a—r)' —= 4aaee+ rr — 4aer cos(w + 180’ — 7), 
quae aequatio facile contrahitur in 

(1.)  a(l—ee) = r-ercos(!—w), sive ponendo 

(2)  all—ee) = p, 
quae linea p terlia proporlionalis ad semiaxem majorem et minorem est el 
semiparameler ellipseos vocalur: 


(*) Z= 14ecos(l—o). 
Ponatur adhuc brevitalis gratia 
3.)  ecos([w-+180"—1) = —ecos(l—w) — x, 
(4)  esin(w-+180’—!) = +esin(l—w) —=y, 


ita ut ar el ay projecliones sint lineae ae a sole usque ad centrum ellipseos 
duciae, una in radium vectorem, altera in lineam radio normalem. Dehinc 
formula (1*.), quae aequalionem ellipseos polarem sislit, mutatur in 


dr) Zeiloe 


2. Relatione inter coordinatas planetae polares r et ! eruta, quotientes 
lifferentiales 2 er 4 
differentiales et 


poris 2 decursu variantur. Ac primum quidem relatio inter has celeritates, 
quae r, et /, appellentur, prolinus fluit ex differentiatione formulae (1*.): 


sive celeritates indagemus, quibus coordinatae istae tem- 


5) = esin(ll-o)-I, = yl,. 


Ut autem celeritatum unamquamque seorsim noscamus, secunda lex 
Kepler: adhuc in usum vocanda est, quae areas a radio vectore descriptas 
tempori proportionales esse enunciat. Constat nimirum ex elemenlis geometriae, 
seclorem a radio per tempusculum d# descriptum esse —=4rrdl. Denotando 
igitur ralionem peripheriae ad diametrum per et motum planetae medium 
per n, quibus area ellipseos fit — nay(ap), et tempus revolutionis planetae 
== n; lex illa Kepleri ad hanc nos proportionem ducit: 


4rrdl:nay(ap) = dt: =, ex qua 
rrl, = nay(ap) sequilur, et si praeterea 
(6.) nna’ — u ponimus: 





\ 


’ 


7 rY r 
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et hoc valore ipsius 7, in (5.) substituto : 
ws Pe fe.y 
Caeterum ex physices coelestis elemenlis notum est, esse 
(9)  nna —= K(M--m). 
ubi M et mm massas solis et planetae et K vim acceleratricem significant, qua a 
corpore, cujus massa — 1, aliud corpus in distantia —=1 ab illo dissitum attrahitur. 


3.  Ut ex formulis hucusque evolutis, si elemenla molus a, n, e, w, el 
una coordinatarım r et / data sunt, coordinata altera et celeritas r, et /, com- 
pulari possunt, ila vieissim earundem formularum ope elementa motus determi- 
nare licet, si temporis quodam momento coordinatlarum utraque et earum cele- 
vilates datae sunt et quanlitas « cognita supponitur. Tune enim invenitur p 
ex (7.), x ex (1**.), y ex (5.) vel (8), e etw ex (9.) et (4.) conjuneclim. 
aex (2.) et n ex (6.). 

Inprimis notatu digna est formula, qua elementum a per vr, r 
exhibetur. Prodit enim ex formulis (2. 3. 4. et 1**.): 

p 


dad 


et divisione per p facta: 


1 2 y 
10) = --3-%, 


el / 


/ 4 


— l-ee = 1—- rer —yy = ul) — yy; 


r 





a 2 rr p 

et formulis (7. et 8.) in usum vocalis: 
5 -- 11 rl? +r} 
u rt ae 


ex quo theorema illud memorabile sequitur: Ad determinandum semiaxem 
majorem sive distanliam planelae a sole mediam sufficere radıum vecto- 
rem el quantitatem celeritalis, qua planeta in orbita progreditur, neuli- 
yuam vero hujus celeritatis etiam directionem requiri. Planetae enim cele- 
ritatem si in duas alias resolvimus, quarum una direclionem radii habet, altera 
huic directioni normalis est, manifesto habemus celerilales 7, et rl,; quapropter 
celeritas planetae ipsa est = y{r,+rrl/), a qua et ab x elementum « pendere 
formula (11.) nos docet. 

Caeterum quoniam vi acceleratrice, eujus directio in orbitam corporis 
normalis est, quanlitas celeritalis corporis non mulatur, ex theoremate modo 
allato adhuc concludere licet: Axem majorem ellipseos, qua planeta pertur- 
batus ingreditur, quantitatem immulatam servalurum esse, st vis perturbuns 
orbitae planetae semper normalis insistat. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 2. 15 
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4. Supponamus jam, planetam temporis momento, quo locum per co- 
ordinatas r et / datum occupat et celeritale quoad quantitatem et direclionem 
per r, et /, plane definita incedit, ictu infinite parvo alicunde oriundo secun- 
dum directionem in plano orbitae contentam feriri, quo celeritates r, et /, in- 
crementa infinite parva dr, et dl, capiant. Hinc planeta, qui ante istud mo- 
mentum in ellipsi movebatur, cujus elementa ex r, !, r, et /, ratione modo 
exposita computari possunt, post ietum in ellipsi paululum ab illa diversa pro- 
cedere incipiet, quippe cujus elementa ex quantitatibus rw, !, r,+dr, et L,-1-dl, 
ad idem momentum spectantibus caleulanda sunt. Variationes igitur, quas ele- 
menta molus ob iclum subeunt, inveniemus, si formulas, quae inter elementa 
et 7, /, r,,. /, locum tenent, secundum elementa et celeritates r,, 7, differen- 
liamus, coordinatas r, Ü! vero et quanlitatem «, quae natura sua constans est, 
immutatas linquimus. Efficitur hoc modo ex (7. 1**. 8. et 11.): 


(12) \ dp — 2rrdl,, 


dp 
r ? 


de = 


u [iu 
dr, = V%ay 3 VY») dp, 
ıda 
— — ?rrl,dl, + ?2r,dr,; 


et si in his formulis pro dp, I, et r, valores ex (12. 7. et 8.) substituuntur: 


(13.) \ de = 2. 

/Be 1. _ ITY 
(14.) Fi — dr + dl, 
(15.) yj„da = 2 ydr, +2aadl,. 


Inventis dx et dy, sine mora variationes elementorum e et » exhiberi 








possunt. Est enim secundum (3. et 4.) e= zr --yy, tangl—w)= —y:z, 
et dehinc, differentiando: 
\ dw xzdy—ydır 
(16) ede — zdx--ydy, ig an, Sive 


(17.) eedw 


| 


cdy — ydı. 


5. Investigemus nunc effeetum ietus, qui planetae celeritatem infinite 
parvam plano orbitae normalem tribuit, quae dw vocetur et posiliva accipiatur, 
si sursum, i. e. versus boream, directa est. Combinatione hujus celeritatis cum 


celeritate r/,, quae in plano orbitae radio veclori normaliter insistit, nova oritur 


..* ® * . . ! l f: ® dw 
—rl,, quae itlidem radio normalis est et cum priori ri, angulum facıl = —- 
(4 




















12. Moöbius, de variat. mot. perturb. planetarum. 111 


brevitatlis causa per do designandum. Ejusmodi igitur ietu planum orbitae circa 
radium vectorem tanquam axem per angulum eundem do volvitur, dum cele- 
ritates rl, et r, et dehinc etiam motus in plano omnino non mulantur. 


Nolissima est ratio, qua situs plani orbitae versus planum aliquod fun- 
damentale, pula versus planum ecliplices, znclinatione et longitudine nodi 
ascendentis determinatur. Videamus igitur, quantum haec duo elementa, quae 
ı et $ dicam, rotatione orbitae per angulum do varientur. Projiciantur in hunc 
finem planeta et nodi ascendentis ante et post ictum loca in sphaeram coelestem 
ex sole, utpote centro, in P,N et N’, et ducanlur tres circuli maximi NN’, 
NP et N’P, qui erunt ii, in quibus sphaera plano fundamentali, plano orbitae 
ante ictum et eodem postea secatur. Hinc anguli,. quos eireculi NP et N’P 
cum eirculo NN’ faciunt, erunt —ı et ı--dı, angulus NPN’ = do; denique 
si puncetum eirculi fundamentalis NN’, a quo in hoc circulo longitudines nume- 
rantur, vocaveris A, erunt arcus AN —= 9, AN —=9--d9, ergo NN’ — d9; 
arcus fraetus AN+- NP =[!, ideogue NP =1—9. 


In triangulo sphaerico NN’P sunt igitur latera NN’ —d9, NP—=i—9, 
anguli iis oppositi —= do, 180’—ı —dı, et tertius angulus — ı; ergo 
cos(ı-- dı) = cos(do) cos ı — sin (do) sinı cos (A — 9) 


et 
sin («+dı):sin(do) — sin (A —9):sin(d$); 


unde sequilur negleclis, ut par est, prima altioribus potestatibus differentialium 
dı et d9: 
sin (A—#) 


(18) dı = cos(i—#)do et d$ — do. 


sins 





Atque his formulis variationes, quas elementa ı et 9 ob rotationem orbitae per 
angulum do sive propter ietum in orbita normalem experiuntur, determinatae sunt. 


Probe vero adhuc notandum est, variatione situs orbitae variari etiam 
longitudinem 2. Haec enim, quum per arcum fractum AN--NP repraesente- 
tur, progrediente nodo ex N in N’ mutatur in AN’--N’P et ideirco incre- 
mentum capit d—=AN'’— AN— (NP—N'P), vel si ex N’ in NP perpen- 
dieulum N’R demittitur: = NN'’— NR. Est autem NR—= NN’ cosN’NP 
— $#.c081; ergo 

di —= (1— cosı)dY. 
Denique per se patet, eodem incremento longitudinem non solum planetae, sed 
eliam cujusvis alius puncti in orbitae plano, ergo eliam longitudinem & peri- 
helii, augendam esse. 


15 * 
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6. Postquam ostensum est, quantum elementa motus elliptiei variantur, 
si temporis quopiam momento celeritas planetae causa aliqua externa, quam 
iclum appellavimus, infinite parum variatur, facile est videre, quomodo effectus, 
quem vis aliqua planetam continuo perturbans produeit, explorari possit. Ejus- 
modi enim vis eodem modo, ut quaelibet alia vis acceleratrix, in eo se exserere 
censenda est, ut inilio cujusvis elementi lemporis celeritas planetae secundum 
quamlibet direclionem aestimala incrementum capiat, quod vi secundum eandem 
directionem aestimatae et per temporis elementum multiplicatae aequale est. 

Statuamus, ul antea, locum, quem planeta temporis quodam momento 
oceupat, per r et /, et celeritatem, quam hoc momento adeptus est, per 7, 
et /, definiri. Jam si vis, quae eodem momento planelam perturbat, secundum 
radium veclorem, secundum direclionem, quae in plano per radium et direclio- 
nem celeritalis ducendo ipsi radio normalis est, et secundum direclionem eidem 
plano normalem in tres vires resolvitur per P, Q, R nuncupandas: celeritates, 
quae ex resolulione celeritalis planelae secundum easdem direcliones oriunlur, 
el quae sun —r,, rl, el O0, incremenla Pdt, Qdt et Bdt accipient, ideoque 
mutabuntur in m,--Pdt, rl, —-Q@dt et Rdt; dummodo adhuc vires P, Q, 
posilivae vel negalivae Men sub condilionibus numerentur, sub quibus ce- 
leritates r,,. rl, et dw (artel. 5.) vel positivas vel negalivas aestimavimus. 
Planeta igitur, qui per elementum di, quod momento memoralo proxime prae- 
cedebat, in ellipsi movebatur ope quanlitatum r, /, r, et /, determinanda, per 
elementum dt proxime sequens in ellipsi incedet, cujus elementa ex r, 4, r,-- Pdt, 
1, - 2 dt prodeunt, et cujus planum a plano prioris ellipseos in radio vectore 

dw Rdt 


sub angulo de=-7 + secalur. Hinc prioris ellipseos elementis et quan- 
’y [4 

titatibus auxiliaribus ab iis pendentibus per 9, x, y, a, e, w, ı, #, posterioris 

per p--dp, x-+dix,.... expressis, incremenla dp, dx, ... reperientur, si 


in formulis (12. 13. ... 17.) Pdt et 2a pro dr, et dl,, et in (18.) dr 
2 





= de, pro do substituuntur. Quo facto, et si praeterea brevitatis gralia 


| » /; 
(19) y2-P=P, y2-0=0, yE-R=R, 


positum fuerit, efflicietur 


dp—?2rQ.d, de—= —2Q,dt, dy = Pıdt-- pr Q.di, 


(20) da=2 Er P,dt + es Q,dt, 
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(21.) ede = ade -- ydy —=yP,dt-+ e. br —2r) Q.dt, 


(22)  eedw — ady — ydıc = xP, dt - (+ 2)yOdt. 
Ex (10. et 1**.) autem fluit 


I _-uı=2- 2-4 -_—t— 7, 712-1. 

p r a r a ) p 

Harum transformationum ope, et si anomaliam veram !— o—=v poni- 

mus, unde 2 = — ecosv et y==esinv sequitur, prodit: 
. ia 
I. da — 2 ner sinv-P, dt -- 2— O,dt, 
1. de = sinv- P, dt + — (2 )Q.d, 
1 
I. do —= — —cosv- :P,dt- HE sinv- Q,dt-- (1— cosı) d4, 


(confer articl. 5.). Denique formulae 18) nobis suppedilant: 


V d= en 


en MEN ae 


p sin s 





7. Pauca de computatione virium perturbantium P, Q, A, quae in his 
formulis oceurrunt, addenda sunt. Quae vires, quum, aeque ac vis perturbans 
integra, massae planetae perturbantis proporlionales sint, caeteroquin a mutuo situ 
solis, planetae perturbati et perturbanlis dependeant, necessario produclis KmP.. 
Km'Q,,. Km'R, aequiparari poterunt, in quibus zn’ istam massam, Ä, ut supra, 
vim attraclivam unitalis massae in corpus unitate lineari ab ea distans, et P,. 
Q,, R, quantitates exprimunt, quae solummodo a coordinatis planetarum pertur- 
bati et perturbantis pendent. Has functiones pro datis assumentes *) habebimus 


/ 
1/3 nr, 
P,. = Yo P —— V2-Km'P,, 








*) Ponendo planetae perturbantis radium vectorem = r’, ejusdem vn rag in 
orbita perturbati numeratam = /!’, latitudinem ad eandem orbitam relatam =! et 


vIr®+r'?— 2rr'cosb'’cos(—!)] = oe, 
quae est distantia duorum planetarum a se invicem, tunc erit: 


P, = Car r "ob os(l—N) — 
9, = ar r' cosd'sin(— 7), 

Bm - v. 

ı, = 4 r' sin 
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| naya 
sive, quum ex (6. et 9.) sequalur u or 
m! 
P, = — nay(ap)-P, et eodem modo 


. 
0, = Sm -nay(ap)-Q, Rı= Mir nay(ap)-R,. 


8. Unius 3 elementi determinanda restat varialio, longitudinis puta 
mediae in epocha, vel si mavis temporis, quo planeta perihelium transit. In 
hune finem formulae prius evolvendae sunt, quibus pro dato temporis momento 
locus planeltae elliplicus inveniri potest. Hoc vero facillime succedat inquirendo 


. dr .. j 
relalionem inter r et r, = 7; exsistentem, quippe quae, si integrala fuerit, re- 
lationem inter 7 et Z quaesitam suppeditabit. 

Relaiio, quae inter r et r’ locum habet, illico combinatione formula- 


vum (8. et 10.) reperitur 


ee u 
et sipro u el p . ex (6. et 2.) substituuntur: 
nT S rrr; ra 2 
(23.) Tr — 2ar — aa(1— ee) — rr = aadee — (a—r). 
- td 


Loco ipsius r aliam nunc introducamus variabilem E ita, ut sit: 
(24) a—r=aecosE, ergo 


TR R a j dr a d 
(25.) aaee— (a—r) —uaaesinE’ et r,— que sinE7 


Hac ratione formula (23.) mutatur in 
— = —1, sive ad —dE — (1—ecosE)dE (24.), 
ex qua, peracla integralione, sequitur: 
n(t—t,) = E-—esinE, 

/, denotante valorem temporis ?, quo E=0, ergo r=a(l—e) et !=w, uli 
ex (24. et 1.) colligere licet; itaque 4, signilicat tempus, quo planela perihelium 
permeat, et n(£—f,) est molus medius planetae inde a transilu per perihelium usque 
ad finem temporis #. Vocatur hie molus anomalıa media, quae cum longitudine 
perihelii in summam collecta dat /ongeludinem planelae sic dietam mediam. Quam- 
obrem designando planelae tempore ? anomaliam mediam et longitudinem mediam 
per Met, et longitudinem mediam tempore epochae, i. e. pro 2=0, per e, erit 

(26.) o+-M=wu-+n(—t)=4, w—nt,=e, ergo 

(27) Am=e-nt, et 

(28) M=E-esnE —= 





nt — w. 
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Secundum hanc formulam, si elementa n, e, & et w nota fuerint, pro 
quovis tempore £ angulum E, qui anomalia excentrica dieitur, computare va- 
lebimus. Inventa autem hac anomalia ope formularum (24. et 1.) coordinatae 
r et !, quibus planetae locus in orbita determinatur, innotescent. 

9. Jam ut variatio elementi & sive longitudinis mediae in epocha eliciatur, 
videamus antea, quantum anomalia media M, quae per E et e, ideoque ob (24.) 
per r, a et e definita est, propter varialiones elementorum a et e mutelur. 
Differentiatione formularum (28. et 24.) secundum M, E, e et @ nanciseimur: 

dM —= (1—ecosE)dE— sin Ede, 
(1—ecosE)da —= acosEde— aesinEdE; 
ergo post eliminationem ipsius dE: 
aesin EdAM--(1—ecosE)da — a(cosE— e)de. 
Ex (24.) autem fluit: 


r 
1—ecsE=-_, cosE —e — 





—/ — 


ac de ac 





‚ih A RUN! „00. ZUFRENERRENE. (>. (di ”.), 


el ex (25. et 23.) conjunctim: 








aaeesin E? —  — Zu (6. et 8.); ergo 
nnada 
2 N. ee 
} 5 AM - — z und - de. 
Substituendo in - formula pro da et de valores ex (20. et 21.)., prodit 
Ya ran (74 2)yPa—[2+2(22 —22)] 00a, 


vel paulo simplicius, si in a ipsius Q, ee— yy pro #x, ac deinde 
— +1 pro Dr (artel. 6.) ponimus: 


p 
-[2& Ye Pd? 2(541) Ode. 


ud 00 
10. Quum sit M--w=4 (26.), si variationi anomaliae mediae modo 
erutae addimus variationem longitudinis perihelii in (22.) exhibitam, asseque- 
mur variationem longitudinis mediae 


-[2-EG+J]aarza-IE+N)o 


Atque haec est variatio, quam longitudo media Zu. temporis elemen- 
tum dt subit non ob planetae progressum medium per idem tempusculum, qui 
est —=ndt, sed propter simultaneas variationes elementorum a, e, @, ex quibus 
et ex r longitudo media darivari potest (confer artel. 8.). Erit igitur, si hanc 
partialem ipsius A variationem per (dA) et totalem per di exprimimus: 


(29) di = (di) -I.ndt. 
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llaec vero parlialis variatio (dA) erit simul variatio de longitudinis me- 
diae in epocha, dummodo hanc longitudinem non per e=4—. nt, ut in (27.). 
sed, respectu habito continuae variationis molus medii 2, per 


0): ee .—/ ndt 


definimus. Ex hac enim formula, quae, si planeta non perturbatur, ideoque n 
constans est, cum priori omnino congruit, ex hac inquam formula differentiando 
eflieitur de = da —ndt, — (di.) propter (29.); dum ex priori concludendum 
fuisset de = da — ndt— tdn, = (di) — ldn. 

Hac posteriori igitur definitione ulenles secundum formulam ipsius (dA) 
valorem exhibentem habebimus: 


GM de [a-yE)r- 2 2.2] P.a4+(1-] 2) 4) Qdt, 


Ce 





cui de supradielis causis addendus est terminus (1— cosı)d9. 

11. Methodi perlurbationum, de qua hic agitur, problema principale ver- 
salur in eo, ul ex dalis pro tempore quodam /, sex elemenlis planeltae ellipticis, quae 
Ssint &y» &oy Our los Pos &u, et quae dehinc pendent ?,, %,, inveniantur pro alio 
quopiam tempore 7, elemenla elliplica «,, e,, @,, ele.; et ut his invenlis locus 
planetae pro tempore /, caleuletur. Solvitur hoc problema integrando primum 
expressiones 1., II.,... VI., quas pro da, de, ... de evolvimus, inde a t=4, 
usque ad 2—=f,; hine enim prodeunt differenliae @, — 4,, e&— &, elc. Jam ut ex 
elemenlis @,, &,..., quae sic innoluerunt, locus planetae pro tempore /, reperia- 
tur, primum longitudo media A, pro eodem tempore invesliganda est. Quae quum 


'; . . . 
sit = &, 7 ndt, duplex adhuc integralio peragalur necesse est; habetur enim 


« 
! 


2. 4 / ’f, ’s »7 1 
n—n, “/ 7, dt, ergo Pi ndt = n,(h, — I) +/ dt 7 dt. 
1, 


1, 0 


Quae autem ad hune scopum requirilur expressio ipsius dn, prolinus ex 
formula (6.) differenliata et ex I. demanat: 


n ante . an 


u p 

Longitudine media A, hoc modo reperla radius vector et longitudo vera 
ralione in arliculo S. jam significata elici queunt. Indicalae aulem integraliones. 
quum reapse inslilui nequeant, quomodo mechanice per quadraturas absolvendae 


sint,. non hujus loci est dicere. 


12. Ui iis, quae de elementorum variationibus hucusque disserui, nunc 
linem imponam. nonnulla addere liceat de relationibus, quae inter has variatio- 
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nes locum haben. Quanquam enim sex elementorum molus elliptici nullum a 
reliquis pendelt, tamen inter varialiones eorum ab ictu aliquo exortas relaliones 
exsistunt, et ea quidem de causa, quod duabus ellipsibus, in quibus planeta 
ante ei post ictum movelur, non modo sol communis focus, sed eliam locus. 
quem planeta momento iclus occupal, commune punclum est. 

Ad quod ulterius disquirendum meminisse primum juvat lemmalis ex de- 
scriptione ellipseos immediate fluenlis: ellipsin perfecte datam esse, si duo ejus 
foci ÖS et F' et quodpiam peripheriae puncetum P pro dalis haberi queant. 
Quamobrem sole exsistente in S et planeta momento ictus in P, foco altero 
ante ictum in F}, post ictum in F’, orbita ante ictum ex 8, P, F\, post eum 
ex 8, P, F’ cognoscetur, et ideirco variatio orbitae variatione foci ex F'in F" 
progredientis, ergo varialionibus trium coordinatarum data erit, quibus punctum # 
in spatio determinatur. Ex his igitur tribus variationibus variationes sex ele- 
mentorum derivare licebit; unde tandem concludimus, a tribus sex elemento- 
rum variationibus, quamvis non a qualibuscunque tribus, tres reliquas pendere. 
Caeterum idem ex eo quoque colligi potest, quod varialiones da, de, du, de 
solummodo a dr,, dl, et varialiones dı, d$ ab unico do pendent. 

13. OQuum varialiones sex elementorum ex varialionibus coordinatarum 
foci £' inveniri possint, haud abs re erit, expressiones harum trium varialionum 
investigare, vel etiam varialionum, quas coordinatae centri ellipseos subeunt el 
quae semissibus priorum manifesto aequales sunt. Respectu trium axium coor- 
dinatorum, quorum origo communis in solem cadit, et quorum primus directio- 
nem radii vectoris habet, secundus in plano orbitae radio normalis, terlius plano 
ipsi normalis est, coordinatae tres centri orbitae sunt «x, ay, O (confer artiel. 1.). 
Hinc variationes centri orbilae in direclione primi et secundi axis sunt ad.ır - - da 
et ady--yda, vel substitutis pro dx, dy, da valoribus ex artel. 6.: 


d.ar = 2 IP, ut—2a(1- )Q,dt, 
AXc a( =)g 





d.ay — (a42° 9) Pıat+ (+) ay Ode. 


Variatio tertio axi FON; ex articulo 5. sine difficultate eruitur. Quum 
enim planum orbitae tempusculo d per angulum do circa radium vectorem ro- 
telur, et quum orbitae centri distanlia a radio sit =ay, orbitae centrum durante 
hoc dt per spatiolum —= aydo in direclione ad planum normali promovebitur. 
Ergo, si hoc Eee: symmelriae causa per d-az exprimimus, et quum sit 


do —= dt R, dt Carlel. 6.), erit: d.az — „ayRıdt. 





7 (up) 


Crelle’s Journal f. d. M. = XXXI. Heft 2. 16 
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14. Valores pro d-.axw et d-ay modo exhibiti, quando excentricitas 
orbitae perparva est, ad conseclaria quaedam salis memorabilia deducunt. Ex- 


centrieitate enim plane neglecta hi valores coeunt in formas simplieissimas: 
d-.ace — —2a0,dt, d-ay=aP;,dt, 





vel quia P;: | -.P, O = . (19.), et neglecta excentricilate = | 
a 1 i | 
u na (d.) est: 


nd-ac — —20dt, nd-.ay = Pdt. 


Ut, quid hae formulae indicent, eo facilius intelligatur, ponamus celeritatem, qua 


centrum ellipseos progreditur, — u, vim perturbantem — T', angulos, quos 
direeliones iparum u et T cum radio vectore faciunt, =v et r; denique vis 


perturbantis ideoque etiam celeritatis « direclionem in plano orbitae ipso con- 
tenlam assumamus. Quo faclo erit 

d-axv —=ucosv-dt, d.ay=usinv-d, P= Teoost, Q=— Tsinr, 
et formulae istae mutabunlur in 


nu cosv — —2Tsinr, nusinv —= T'cost, 
vel si 7-90’ ==’ statuimus: 
nucosv —2Tcosr', nusin® — T'sint. 


Ex his videmus primum, si angulus =’ sit =0, vel = 90", 180", 270, 
eundem valorem eliam angulum v» habiturum esse; pro quovis alio valore ipsius 
ı' valorem ipsius vo ab eo discrepaturum, ita tamen, ut ambo anguli in eundem 





quadrantem cadanl, et ut eorum differentia non superet 19’28’—= arc(tang=1}y14): 
is enim est maximus valor, quem differentia angulorum 7’ et v aequalione 
lange — lang’ inter se junctorum adipisci potest. Sequitur ex his theorema 


99 


illud, quod in „Elementis mechanicae celestis” pagina 314 proposui: Dereetio- 
nem, secundum quam centrum orbilae paulum excentricae procedat, a di- 
rectione vis perlurbantis per quadrantem ullerius promotae non admodum 
declinare, ad summum angulo undeviginti et semissis graduum. 

Eaedem denique formulae docent: Celeritatem, qua centrum promo- 
vealur, mazimum valorem adipiscı, —=?RT:n, pro T—=W' ei 270, h. e. 
vis perlurbans radio veclori normaliter insislat; minimum contra valorem, 
dimidio mazimı aequalem, — T':n, pro r—=0 et 180", h. e. sö directio vis 
perturbantis in radium cadat; et hunc minimum valorem ad vim pertur- 
bantem rationem eandem tenere, quam planetae a sole distantia (a) ad 
planetae celerttatem (na). 


Lipsiae 1844. 
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13. 


Sur quelques proprietes des determinants gauches. 
(Par Mr. A. Cayley de Cambridge. ) 


I. 


Je donne le nom de determinant gauche, a un determinant forme par un 
systeme de quanlites 4,,, qui salisfont aux conditions 
I) 2, = -ıL- PP 
J’appelle aussi un tel systeme, systeme gauche. On obtiendra des formules 
plus simples (quoique cette supposilion ne soit pas essentielle). en conside- 
rant seulement les systemes pour lesquels on a aussi 
Q) ı.-i 
Je suppose dans tout ce qui va suivre, que le determinant est de 
l’ordre n, et que par consequent les suflixes variables m, s etc. s’etendent 
toujours depuis l’unite jusqu’a n. 
En posant les @quations 
m ir, 21.2. = 
jexprime les systemes inverses qui determinent les P, Q par les x, de la 
maniere suivante: 
) Kz,=2A.P, ea Kz = 234,0, 
ou AK designe le determinant forme d’avec les quantiles A, ,, et 1, , le coef- 
ficient differentiel de K par rapport a A,,,; bien entendu, que la differen- 
tiation doit etre effectuee avant d’avoir parlicularise ces quanlites par les equa- 
tions (1), (2). On sait que ces fonctions 1 salisfont aux conditions 
E44. =0 s#s, 
5 Z,1,,Ar.: AR K, 
(9) 54.,.A..—0 r#r), 
di, K. 
Je lire des @quations (4), en echangeant r et s dans la derniere de ces equalions: 
(6 EA DAR 
Et de la, en multipliant respectivement les differentes equations de ce systeme 


\ 


par A,.,, et prenant la somme de ces produits: 
(7) PAPER WIR, HUN? ./ u >70 27 WORD. Mal ' 79 
u 
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On a d’abord par les &quations (5) 
(8) 2,.(2,4.,4.,)0. = KO... 
Puis par les equations (1 et 2) 
IM Shardı., = rAus— She. 
cest-a-dire par les equalions (5): 
Mi... 


(10) r s.r 


2A. S s' + Ss el 
21.4 { 


2A PT ag K; 


II 


re 
ce qui donne 


11) Z&,(8,4,.,4,,)P, = HE,A,.,P,)— KP. 


Substituant les equations (8 et 11) dans la formule (7), on obtiendra, en 
eerivant r au lieu de s’: 


(12) KO, 


| 


2(2,4,,P)—-KP,, 
et egalement 
(15) KP, = 2(38,4,,0)—- KO. 
Posant maintenant 
he, , == 2A, rar 
pi — 2A,,—K&: 


r.r 


(14) 


les formules (12), (13) se changeront en 
0). 4 = Ze ea 


n) h} 


equalions qui sont necessairement @quivalentes. On a donc identiquement 


— & Ö& . ‘ En Ü) $ =E 
) r 1) | r r.s$S r.,$ S 3 


—_’ 
u ; ü,,; Or,s 1 y) 
’ 
(2) 5 2.0. id At, 
Ey nme . 
—;,0,,50,,; u 1: 


c’est-a-dire, on a trouve un systeme de (m?) quantites «,,,, fonclions ex- 
plieites el rationnelles d’un nombre 4n(n—1) de variables independantes, qui 
salisfont identiquement aux formules (16,1) ou (16,2). On sait qu’en geo- 
melrie cela veut dire que pour n=?2 ou n=3 de tels systemes donnent 
les coöfficients propres ä effectuer la transformation de deux systemes de coor- 
donnees reclangulaires; nous dirons par analogie, que des systemes qui satis- 
font aux equalions (16.) pour une valeur quelconque de a, sont propres ä 
ellectuer la translormalion entre deux systemes de coordonnees rectangulaires. 
On a donc le Iheoreme suivant: 


Les coöflicienis propres a la transformation de coordonnees rectangu- 
laires, peuvent eire exprimes rationnellement au moyen de quantites ar- 
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bitraires A, ,, soumises aux conditions 


,,=—hkrı[r#sl; 4%,=1. 
Pour les developper, il faut d’abord former le determinant A de ce 
systeme, puis le systeme inverse A,,,, ... et ecrire 
Ka, ,=2A,,I[r&s]l; Ke«e.,.=?2A,,—K; 


ce qui donne le systeme cherche. 


Soit par exemple n —3. scrivons pour le systeme des quantiles A, , 
1, vr, —u, 
(17) 1, h; 
u Kiss h, 1 9 
ce qui dnne A—=1-+4-+u°+r?, et pour le systeme des fonctlions A,., 
144, Autv, vu, 
(18) khu—v, 1+w, ur-h, 


| La 
vu, urv—h, 1+-rv. 


' 7 Dr r m. 


Dela on obtient pour le systeme de coefficients &, ß,y; «, P,y; €, ,7: 








Ke—=1+#—u’—rv, Ka—=ku-tr), Ka" = 2(yk— u), 
(19) KP=2(ku—v), KP—=(1+wW—v’—#), KP"—=2(ur+h), 
K,=2!vyı tu, Ky=2luv—i), =); 


ce qui se rapporte ä la transformation 


' De Bi A 
ax, 4- Pyty2a; yı 
„ | Aal. aM en ae at 
— "2 +P'yıtY 2 = 187) ry'2, 


! 


\ 


acx+ay+teaz, 
/d Al} I an 
Pe+Py+P ze 


| 


(20) 


N 
| 


de deux systemes de coordonnees rectangulaires. En effet, les coöfficients A, u, v 
ont une signification geometrique: Les axes Ax,, Ay,, Az, vont coincider 
avec les axes Ar, Ay, Az, par la rotation 9 autour d’un certain axe AR 
(qu’on peut nommer „Axe r6sultante”). En prenant f, 9, A pour les incli- 
naisons de cet axe a Ax, Ay, Az, on a A—=tang4dcosf, u —= tang14# cos g, 
v—tangldcosh. Cette expression de l’axe AR est due a Euler; les quan- 
tites A, u, v ont ete introduites pour la premiere fois, par M. Olinde Rodriques, 
dans un memoire „Sur les lois geometriques qui regissent les deplacements d’un 
systeme solide” (Liouville Tome V.), ou il donne les expressions qu’on vient 
de trouver ici, pour les co£flicients de la transformation, en termes de A, u, v. 
Ces memes quantites A, u, v (il ya a remarquer cela en passant) sont liees de 
la maniere la plus etroite avec celles de la belle theorie de Sir W. Hamilton 
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ar 


sur les Quaternions. Je les ai appliquces a la theorie de la rolalion d’un 
corps solide. Avant de donner une idee des resultais auxquels je suis parvenu, 
je passe aux formules de transformation qui se rapportent au cas de n —=4. 
le prends iei pour le systeme des quanliles 4: 
u. :las- "8, a, 
(21) | —d, 1, —h, 9 
—b, h, el 
5, Tr [; 1 ’ 
ce qui donne. en meltant pour abreger af+-bg-+-ch=6, 
(2) K=1-d-" {PP W-0. 
el puis pour les quantites 4, , le systeme 
 1+-f+g+h,, [P+a+bh—cg, gO+b+cf-ah, Hhd+c+ag—bf, 
(93) —/d—-a+ - 1 f+Hbtte, SITE: A) , 
190 cf-ah,  cd+h+fg—ab, I+y+c+a, —ad—- [+gh-be, 
—hd—-c+ag-If, —bI-g+hf—ca,  uad+f+gh—-be, 1+h'+a'+b', 
de maniere que pour 
Ko, Ka, Ka, Ka”, 
K?, KP, KP', Kp", 
Ky, Ky', Ky", 


Kö, Kö’, Kö”, Kö” 


on oblient le systeme suivant: 


14-1 Mn —b’—c?, 2(fp+a+bh—ıcy), 2 (99-+b-+cf—ah), 2(hd+c+ay—bf), 

en \, fp—a+bh—ıy), If rb’+e’—y’—h’—a’, 2 (-A—h+fy—ab), 2 (684g —hf—ca), 
\2(——b- cf—ah), 2 (dA-+-h+fy—ab), (+9 +c+a’—f’—h’—b°), 2 (—ad—f+gh—be), 
I; 16—c+ag—bf), 2(—19— y-+-hf— ca), 2 («4--f+yh—be), (1--Ah’+a?+b’—f’—y 


et ainsı de suile pour des valeurs quelconques de n. 


11. 


Maintenant je vais eiter les formules que j’ai presentees dans le Journal 
de Cambridge Tome Ill. p.225, pour la rotation d’un corps solide autour d’un 
point fixe. Mettant, comme ä l’ordinaire les vitesses angulaires autour des axes 
prineipaux = 9, 75 les moments du corps pour ces memes axes —4A,B,C ei 
la fonetion des forces = V: les equations eit6es pourront &tre Ecrites sous la forme 


2 dp _M_ dr _UB_du dv 
(26): d= P=I7=-r-I7-W-T 


— 


—( 





} 
Ir 
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ou 
u | j „dAV u day) 
P = - ((B-C) mtalgtz 1 (Au- zZ Hu) T;\)- 
1 „, AV „“dV\ 
ut ARE N + " > Vene ER VER ER 
0 rg (( C—A)rp + 14a v)2 - I-+u ) u  (ur--4) ')- 
1 0 „ dVı\ 
(27) R = 7 (A— B)py- HH (at) + + (1-+r‘) mi): 
A—= (1 t#p} re -(Av-+-u)r), 
M —= !((wW-+r)p—- (1-+u? Iarniler 2) r), 
Ne ı (neh u--))9g+-(1--r)r). 


En effet, pour obtenir ces formules, il n’y a qu’a chercher au moyen 
de 4, u, v et de leurs derivees par rapport aux temps 4, «, v’ l’expression de 
la fonction T=4(4p’+Bg’-- Cr’) [qui exprime la demi-somme des forces 
vives]: cela fait, les formules generales que Lagrange a donnees pour la solu- 
tion des problemes de dynamique, conduisent immediatement aux equalions en 
question. Dans le memoire cite j’ai integr& ces @equalions pour le cas ou la 
fonction V est zero, et en prenant, comme dans la theorie ordinaire, le plan 
invariable pour plan des deux axes. Ce n’est que dernierement que jai 
trouve la maniere convenable de trailer ce systeme d’equations; je le fais au 
moyen de deux nouvelles variables (2, v, entre lesquelles je trouve une @qua- 
tion differentielle dont les variables sont separces, et j’exprime en termes de 
celles-ci les autres variables du probleme, y compris le temps; et cela sans 
aucune supposilion parliculiere, relative a la position des axes des coordonnces 
par rapport au plan invariable. Le developpement de cette Ihcorie paraitra 
dans le prochain N’. du „Cambridge et Dublin Maihematical journal.” Je m’oc- 
cupe aussi de la recherche des formules pour les varialions des constantes 
arbitraires relalives aux forces perlurbatrices. Il serait bien interessant (comme 
probleme d’analyse pure) d’elendre ces recherches au cas d’une valeur quel- 
conque de n; il faudrait pour cela, chercher les valeurs des quanlit@s analogues 
a 9, 9 r, former une fonclion T', en prenant la somme des carrcs de chacune 
de ces quanlites, chaque carr&e multipli& par un coöfficient constant, et puis 


d dT dT h 
former les equations — 75 — 7; = 0 ete., analogues aux @quations de Dyna- 


mique. Mais je n’ai encore rien trouv& sur ce sujet. 
Cambridge 24° Fevr. 1846. 





ee 
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14. 
MEMOIRE 


sur les dıfferentes manieres de se servir de l’elastieite 
de l’aır atmospherique comme force motrice sur 
les chemins de fer. 
Une de ces manieres constitue les chemins de fer afmospheriques 
proprement dits. 
( Par l’editeur.) 


(Suite du No. 3 du cahier precedant.) 





l,ocomotive a air de la premiere sorte, vu lair comprime est introduit 
dans les eylindres de la machine pendant la course enliere des pistons. 


a. Description de cette locomotive, et de ses effets. 
33. 
4. Une locomolive a air, comme ila ele deja dit ci-dessus, pourra 
elre construite comme une locomotive ä vapeur, avec cette difference seule- 
ment quelle n’aura ni chaudiere, ni foyer, ni cheminee. Les figures qui 





representent une locomolive a vapeur, representent donc &galement une loco- 
molive a air, en tout ce qui concerne les roues, essieux, manivelles, cylindres, 
liroirs, excentriques ete. Nous empruntons les figures necessaires pour ce qui suit, 
a la premiere edition du „Traite de locomotives a vapeur de Mr. de Pambour. 
l,es differences entre une locomotive ä vapeur et une locomolive a air sont 
les suivanles. 

B. Wair comprim& prend ici la place de la vapeur. Le tube V fig. 13 
conduit ici dans les eylindres, non pas de la vapeur, tiree de la chaudiere, mais 
de l’air comprime, live du reservoir, soit que ce reservoir soit un lube fixe 
place entre les rails, ou que l’air soit renferme dans plusieurs cylindres en 
(öle de fer places sur la locomotive m&me, el peut-etre encore sur un ou deux 
wagons qui la suivent immediatement. Sile piston du cylindre de la machine 
est dans la position que representent les figures 13, 14 et 15, l’air comprime 
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DZ 


entre dans le eylindre par le tube ouvert 1, et y occupe la parlie du volume 
du eylindre a gauche du piston; il pousse alors le piston de gauche ä droite. 
L’air qui remplit l’autre partie du volume du cylindre ä droite du piston, el 
qui n’est pas comprime, s’echappe par les passages 2 et e, mais ici, non pas 
dans la cheminee, comme la vapeur, mais dans Palmosphere. Aussitöt que le 
piston a atteint le fond du eylindre ä droite, le levier k, fie. 15, au moyen du 
tiroir, a ferme le canal 1 et ouvert le canal 2. Le tuyau e reste ouvert. Lair 
comprime entre alors par le passage 2 dans l’espace du eylindre a droite du 
piston, le pousse de droite a gauche, et l’air comprime qui se trouve a gauche 
du piston, sort dans l’atmosphere par les passages 1 et e; et ainsi de suile. 
L’air comprime pousse ainsi le piston alternalivement de gauche ä droite et 
de droite a gauche, fait tourner par la les manivelles zy (fig. 13) et les roues 
de propulsion, et pousse au moyen de celles-ci le train des wagons le long 
de la voie. 

©. C'est ce qui arrive dans les cas ou la force de la machine, que lui 
donne l’air comprime, doit pousser le train. Mais sur des pentes de la voie qui 
sont assez fortes, pour que la gravit& produise une force propulsive qui l’em- 
porle sur la resistance des wagons (ce qui arrive sur toutes les pentes plus 
fortes que n— 0,004), non seulement aucune force de la machine n’est neces- 
saire, mais au contraire on gagne un ercedant de force, et cet excödant peut 
etre ulilise pour tirer de l’air de l’atmosphere pendant la course des wagons, 
et pour le comprimer dans les reservoirs, ou il peut servir subsidiairement 
a la continuation du trajet. A cette fin, la machine doit avoir les parlies ad- 
ditionnelles suivantes. 

D. Premierement le tuyau Vv (fig. 13) qui, dans les locomolives ä 
vapeur, conduit dans le eylindre la vapeur de la chaudiere, et dans les loco- 
motives a air, l’aer comprime des reservoirs, doit avoir un robenel qui, elant 
tourne d’un angle droit, ferme le passage de V ä v (fig. 13), et ouvre en 
meme temps par le m&me tuyau et par le robinet le passage de v» dans l’at- 
mosphere. Designons ce robinet par H.. 

Deuxiemement. Le tuyau qui, dans les locomotives a vapeur conduit 
a la chemince la vapeur qui a fail ses services, doit ici deboucher dans un 
second reservoirr B, et @tre muni d’un robinet MH, semblable ä celui H,, 
destine a fermer le passage au second reservoir, et a ouvrir en m@me lemps 
le passage a l’atmosphere; et elant tourne d’un angle droit, a fermer le second 
passage, el aA ouvrir en meme temps le premier. 


Crelle’s Journal f. d. M. Dd. XXXII. Heft 2. 17 
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E. a. Cela pose, si comme ei-dessus c’est wer comprime qui doil 


pousser le pist/on dans le cylindre (ce qui est le cas de toutes les pentes de 
la voie > — n), on tourne le robinet H, de maniere qu’il ouvre a l’air com- 
prime le passage de V env, c’est-a-dire le passage des röservoirs d’air au 
eylindre, et qu’il ferme en meme temps le passage du eylindre äa l’atmosphere. 
l’autre robinet HH, doit etre tourne de maniere a ouvrir a l’air comprime qui 
a servi, le passage a l’atmosphere, et ä lui fermer en m&me temps le passage 
dans le second reservoir B.. 

b. Si au contraire la pente de la route est assez forte, pour que la 
sravite produise une force propulsive plus grande que celle de la resistance 
du train sur les rails, et qu’on veuille uliliser cet exc@dant de force pour lirer 
de Fair de l’atmosphere, et pour le comprimer dans le second reservoir B;, 
on tourne le robinet H, de maniere a fermer a laer comprime contenu dans 
les grands reservoirs le passage vers le cylindre, el a ouvrir en m&me temps 
a laır atmospherique le passage dans le meme cylindre. On tourne l’autre 
robinet #4, de maniere quwil ferme a l’air contenu dans le cylindre le passage 
a l’atmosphere, et qu'il lui ouvre en m&me temps le passage vers le second 
reservoir B,; tout cela completement oppose ä ce quil ya ä faire dans le 
premier cas («.). Voyons ce qui se passera alors. 

Dans le second cas, ce n’est pas le p2s/on qui par sa force fait tourner 
les roues de propulsion et pousse par la le train: au contraire ce sont main- 
tenant les rowes de propulsion qui impriment au piston son mouvement de 
va-el-vient. Supposons que le piston soit pousse de cette maniere de gauche 
a droite (fig. 15), il chassera par e l’air qui se trouve a droite entre lui et 
le fond du cylindre. Mais le robinet H, a ferme a cet air le passage vers 
l’almosphere, el il lui a owverf le passage dans le second reservoir B,: done 
air contenu dans la partie a droite du cylindre sera pousse par le piston 
dans le reservoir 3, et y sera comprime. Mais en m&me temps le tuyau 1 
fig. 14, est ouvert, et laisse entrer l’air atm. dans le cylindre, mais non pas 
’air comprime, venant des grands reservoirs; car le robinet H, a ferme la 
communication entre les grands röservoirs B, et le cylindre, et il a ouvert celle 
entre le eylindre et l’atmosphere. C’est donc de l’air atmospherique, et non pas 
de lair comprüne, qui entrera dans le eylindre a gauche du piston. Si maintenant 
les roues de propulsion, en continuant leur mouvement de rolation, tirent le piston 
dans le sens oppose, de droite ä gauche, le tiroir ferme le passage 1 et ouvre 
le passage 2. L’air atmospherigue entre par le tuyau 2, et va occuper l’espace 
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a droite du piston; et l’air almospherique, qui auparavant elail entre dans l’espace 
a gauche du piston, en est chasse, et cela non pas vers l’atmosphere, mais 
dans le second reservoir DB, ou il est comprim& de son cöte; et ainsi de suite. 

F. Ce second reservoir DB, est done 

Troisienement encore une parlie d’une locomolive ä air, qu’une loco- 
molive a vapeur ne possede pas. Sa capacil& doit elre fixce de maniere que 
l’air n’y soit pas comprim& a une tension plus forte que celle que la force de 
la gravil& peut vaincre sur les plus fortes pentes. 

G. L’air comprim&e dans le reservoir B, peut etre ulilise aussi pour 
moderer les trop grandes vitesses du train. Pour cela il faut que la grandeur 
et la solidit@E de ce reservoir soient conformes au volume des eylindres, au 
poids du train, a la roideur et la longueur des pentes > —n. Alors on 
pourra empeächer par ce reservoir, que jamais les vilesses ne deviennent trop 
srandes. Aussi pourra-t-on, si l’on veut, arranger le reservoir de maniere 
a arreler tout-a-fait le train au bas d’une rampe descendue. 

H. Quatriemement. Une derniere difference entre les locomotives a 
air et ä vapeur consiste dans un troisieme reservoir B;. 

L’air contenu dans les grands reservoirs D, y doit elre comprime evi- 
demment a un degre tel que sa tension, en agissant sur les pistons dans les 
cylindres, suffise pour pousser le train en amont des plus fortes pentes. Mais 
cette tension n’est pas nöcessaire pour les autres parlies de la route; elle est 
trop forte pour les parties moins inclinees, horizontales ou descendantes: au- 
cune force propulsive n’est necessaire pour descendre les pentes —=n, et sur 
les pentes <—n la gravile produit m@me une force propulsive plus forte 
que celle de la resistance des wagons. II suit de la que l’air comprime ne 
doit jamais elre conduit zmmediatement des reservoirs P, dans les cylindres, 
mais qu’un reservoir-mediateur (un troisicme reservoir D,), dans lequel lair 
de B, est conduit avant de lui faire gagner les cylindres, est indispensable. 
pour y donner ä l’air ceite tension dont il a eflectivement besoin sur chaque 
point de la voie. Dans ce reservoir-mediateur, la moderation de la lension 
s’effectuera aisement au moyen d’un robinet 4, place dans le tuyau de com- 
municalion entre B, et D,, dont on se servira pour ne laisser entrer dans B, 
qu’autant d’air lire de B,., qu’il sera necessaire pour produire la tension demandee. 

I. A la rigueur, on pourra m&me se passer d’un baromeltre ou d’un 


manomelre pour mesurer a chaque moment la tension de l’air dans B,. Aus- 


sitöt que le conducteur du train s’apergoit que la marche du train commence 
er 
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a ralenlir, il ouvre un peu plus le robinet H,. La vitesse, devient elle trop forte. 
il ferme un peu plus ce robinet. Arrive a une pente oü la gravite seule pousse 
le train, il ferme le robinet completement; il tourne en m&@me temps d’un angle 
droit les deux aulres robinels /, et H,, decrits ci-dessus, pour tirer de l’air 
de lFatmosphere et pour le faire comprimer dans le reservoir B,. Il en agit 
de m&eme quand il veut moderer beaucoup la vitesse, ou arreler le train. Il 
est vrai, que celle derniere manoeuvre n'est pas propre a arreler subifement 
ie train, comme nous le verrons plus bas: cela ne peut eire effectue que par 
lenrayement ordinaire; mais la manoeuvre viendra toujours en aide A cel 
enravyemenl. 

k. Comme la compression d’air almospherique, que la machine est 
capable d’eflectuer, ne commence jamais qu’au sommet d’une pente, oü la gra- 
vite va produire un excedant de force propulsive, on peut supposer que, arrivce 
a un lel sommel, la tension de l’air dans le reservoir-mediateur D,, ainsi que 
de celui dans le reservoir B,, destine a recevoir l’air que la machine y doit 
comprimer, ne l’emporte plus sur celle de l’air atmospherique, si d’ailleurs le 
conducleur a bien prevu ce sommel. Donc les deux reservoirs D, et B, pourront 
aussi elre mis en communicalion au moyen d’un tuyau muni d’un robinet, et en 
ouvrant ce robinet, on pourra de ces deux reservoirs n’en faire qu’un seul. Alors 
le volume qui sans cela est n@cessaire au reservoir 2, seul, suffirait aux reser- 
voirs reunis. Comme au commencement d’une forte pente le troisieme reservoir 
est toujours vide, el par consequent propre au Service que doit faire le second, 
un seul reservoir suffirait meme a la place des deux. Cependant deux reser- 
voirs seront toujours preferables a un seul: premierement pour le cas oü le 
conducleur n’aura pas pris soin de vider le troisieme reservoir avant d’arriver 
au sommel de la forte pente; deuxiemement pour le cas oü l’on voudra mo- 
derer la vitesse aussi promplement que possible, et ou alors un pelit reservoir 
est plus eflicace qu’un grand, el (roistemement pour le cas ou la voie a des 
fortes pentes, de longueurs tres-differentes, et oü alors l’un des deux reser- 
voirs pourra servir pour les pentes moins considerables, et les deux reunis 


pour les pentes plus fortes et plus longues. 

L. Le grand reservoir B dans le systeme N”. IV (comme il a ete 
deja dit ei-dessus) est un tuyau fixe enire les rails, d’ou la locomoüve tire 
l’air comprim& et lintroduit d’abord dans le reservoir-mediateur. Dans le 
systeme V, il consiste en plusieurs eylindres transporles par la machine meme. 

Nous caleulerons maintenant les effets des locomolives a air. 
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b.» Caleul de Veffet qwWexerce la tension de Vair dans une locomotive de la 


premiere sorte sur la resistance du train des wagons, et reciproquement. 


34. 
A. Dans la fig. 18 CC’ est un des deux cylindres, zz le piston, X, 8, la 
tige du piston, S,M la bielle et MZ le bras de la manivelle. Desienons 
Par 4 le diametre CC, du ceylindre ou du piston; 
Par A—?2r la longueur KK, du cylindre, egale a une longueur double de 
celle du bras de la manivelle, et par consöquent egale a AD. 
Soit la tension de l’air comprime qui dans le eylindre agit sur le piston. 
— 1-+u alm. 
Soit D le diametre des roues de propulsion de la locomotive. 
Soit Z la longueur de la voie parcourue par le train. 
Soit Z= Q(n-tangP) (103) la force de traction, egale ä la resistance 
du poids Q du train sur la pente /. 
Soit « la longueur S,M de la bielle, puis 
AP=z, PM=y, Pp=ös, pp=0öy, Ms=ös, 
l’angle MS, A=y, langle MZA— o. 
Soit enfin p la force avec laquelle l’air agit sur le piston. 


B. Cette force p produit une force M,M = psecyp suivant la di- 
reclion 8, M. 

Cette derniere force &quivaut a deux autres, l’une M, M — psecy cosy 
— p, parallele avec AZ, l’autre MM; — p secy sinp — plangy, perpendi- 
culaire sur AZ. 

La premiere M,M de ces deux forces equivaut a deux autres forces 
M,M, et M,M, dont la premiere, agissant suivant la direclion MZ, est iei 
indifferente. L’autre, dont il s’agit, est M.M— M,M sine==psin«, et elle 
agit perpendiculairement sur le bras MZ de la manivelle. 

La seconde MM; des deux forces ci-dessus @quivaut a deux aulres 
forces M,M, et M,M, dont la premiere, agissant suivant la direction MZ, 
est indifferente. L’autre est M,M— ptangy cos«, et elle agit perpendiculai- 
rement sur le bras de la manivelle. 

Donc la somme des forces produites par p qui agissent perpendiculai- 
rement sur le bras de la manivelle, et que nous designerons par g, est 


141. = MM+M,M =psine-+-ptangp cose—p(sin« --tangy cose). 
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Ü. Comme 














l. sin« — ri = .. = 08 
r Ms os ? 
102. I: ee 
r Ms os 
3. tangp = 2 — 2 
s,P Y(a? —y?)’ 


l’expression de y (141) donne 
in par en 
os yv(a?—y?:) os 

D. Quand l’air comprime dans le cylindre pousse le piston de K en Ä,. 
la manivelle parcourt le demi-cercle superieur AMD, et quand il pousse le 
piston de A, en A, la manivelle deerit le demi-cercle inferieur DQOA. Cela 
se fait toujours d’une maniere parfailement semblable, c’est-a-dire de sorte. 
que quelle que soit la force p qui agit sur le piston dans ses differentes po- 
sitions K, R,, A, eltc., soit constante soit variable, la valeur de p relative 





par ex. au point M, est toujours parfaitement egale a la valeur de p relative 
au point Q diamelralement oppose a M: car tandis que la manivelle parcourt 
"angle IZM — «, le piston s’eloigne de A de la me&me distance qu’au retour 
de A,. oü la manivelle deerit l’angle DZQ egal a AZM. 

FE. La bielle, quand elle parcourt le demi-cercle superieur, pousse la 
manivelle dans la direction 8, M: elle la “re suivant la direction QS,, quand 
elle parcourt le demi-cerce inferieur DOA. 

Done les forces M,M et QQ que produit la force p, et dont les va- 
leurs absolues sont les memes, parceqe ä cause dd PQO=PM e 8,0 
— 8, M=a, les angles P,S;Q et PS, M sont egaux et p, ont toujours le 
meme signe, et par cette raison les forces M,M et Q,Q, qui, etant produites 





par WM, M et QQ agissent perpendiculairement sur le bras de la manivelle, et 
dont les valeurs absolues ä cause de DZQ = AZM = a sont egalement les 
mömes, ont aussi toujours le meme signe. 

Au contraire les forces M,M et QO, que produit la force p, et dont 
les valeurs absolues sont encore les memes, ont des sögnes opposes, et par 
suite les forces M,M et QQ, qui etant produites par M;M et OO, agissent 
aussi perpendieulairement sur le bras de la manivelle, et dont les valeurs ab- 
solues sont aussi les m@mes, ont toujours egalement des signes differents. 


| est aise de voir que tout cela a lieu pour /outes les positions possibles, 


diamötralement opposees de la manivelle. Par ex. les forces qui agissent per- 
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pendiculairement sur le bras de la manivelle lorsqu'il est dans la position ZN, 
sont N,N, et N, N,;: elles sont R,R, et R,R, si le bras est dans la position 
ZR, ei N,N, et R,R, ont leurs signes egaux, tandis que N;N, et R,R. 
ont des signes dıfferents. 

F. Il en resulte que suivant (143), l’expression de la force qui agit 
perpendiculairement sur le bras de la manivelle, est 





or yoy ; 
144. a BU ) your le demi-cercle superieur, el 
qı ! os ya) l ce e p kn ® 
or vor 





15. a@=p\r— ) pour le demi-cercle enferieur. 
Y 


os  odsyla— 
G. La force p fait parcourir a l’extremil& du bras de la manivelle la 
differentielle ös de l’arc s dans le temps Of: donc la differentielle du moment 


de celte force est 





a " a ıyoy ’ » 
. oOM =gqoös=pör- - I pour le demi-cercle superieur ei 
u v(a? — y?) 
146. : 
an en [a IYy C Y . . ‚ . 
B ON, — m0s = por — m Fr 53) pour le demi-cercle inferieur. 


H. Les integrales de ces expressions donneront le moment pour tout 
un tour de la manivelle. 

Designons 

> A, lintegrale de p&r, prise pour langle AZM—DZ0—=«; 

"(Par A, cette m&me inlegrale, prise pour l’angle MZD—= 0ZA=-29-o; 





BE, j> prise pour l!angle AZM— DZO=«, et 


Kar Nm l’integrale de 7 
Par B, cette möme integrale, prise pour l!’angle MZD—= OZA=—= %-«. 

Cela pose, l’integrale totale, prise pour toule une revolution de la ma- 
nivelle, en commengant de M et en allant par D, Q et A jusqu’au point de 
depart M, est 

145. M=4+B+4—B-+4%,—B,-A -+B, = 2(4,-4,). 
Si la revolution de la manivelle commengait du point A, Vintegrale totale serait 
199. M=4-+B+4,+B,-+-A4A—B, +4 —B,—=2(4,--4,). 

Les deux moments (148 et 149) ont la meine valeur 2(A,-+-A,): done 
le moment de la force de la manivelle est toujours le m&öme, quel que soit le 
point ou commence son mouvement. Il en resulte que le moment de la force 
est le m&me pour l’une comme pour l’autre des deux: manivelles de la machine, 


bien qu’elles fassent entre elles un angle droit. 
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I. La valeur de A,+4A, dans (148 et 149) est celle de l’integrale 
de pöx, prise pour tout le demi-cercle AMD; donc le moment M est l’in- 


tegrale de 2pox, prise pour le demi-cercle AMD. 

RK. Dans le cas qui nous occupe, on suppose que l’air comprime entre 
dans le eylindre pendant toute la duree de la course du piston et conserve 
une tension @nvarzable; done la force motrice p est ici consiante, car elle 
est toujours la m@me, quelle que soit la position du piston. Done le moment 
est ici pour l’un des deux cylindres 

150. M = 2px -- const. 
Ce moment clanl zero pour 20, la conslante est —=0, et l'integrale, prise 
pour tout le demi-cercle ZMD, c’est-a-dire pur e=?r —=4,, est 
151. _ M = 2pi. 

L. L’aire du piston est 47.5, et la pression de l’air comprime sur 
cette aire est 47.7°(1--u)o. Mais comme l’air atmospherique reagit sur l’autre 
cöte du piston avec une force de I7f°o, la pression effective sur l’aire du 
piston n'est que 


152. p = Inf uo. 
Cela etant substitue dans (151) donne M—= 4n44u0 pour un cy- 
lindre et 
153. M =nJShuo pour les deux cylindres de la machine. 


M. La distance que parcourt le train des wagons pendant un tour de 
la manivelle est ögale a la circonference nD des roues de propulsion. Donc 
le moment de la resistance des wagons est 

154. ZaD. 
Ce moment, devant ätre egal A celui de la force de la machine, donne 
155. ZaıD= M=nFfıuo (153), 
et de la on tire 
Ad” uo 
D 
Voila l’expression de la force de traction que la locomolive fournit, quand 


156. Z= ((n-+tangp) = 


l’air qui pousse les pisions est comprime a une tension de 1 --« atmospheres, 
et qulil est introduit dans les eylindres durant Zowfe la course des pisions. 
N. Il est a remarquer, que la longueur «@ de la bielle, comme le font 
voir les resultats ci-dessus, n’entre pas dans (158), et est par consequent 
indifferente. 
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3. 
A. La formule (156) donne 
ir. Be (bt lang ?), 


ou aussi plus exactement, si l’on veut, 
D | 
16. ne = m --tangP) cos ß. 


De la on obtient la tension 1 + « que l’air comprime doit avoir dans les reservoirs 
principaux, quand a la place de 8 on met la pente la plus forte P,, de la voie. 


B. Les roues de propulsion ont . tours ä faire pour que le train 


parcoure la distance L. A chaque tour, la machine consomme qguatre cylindres 
d’air comprime, car ä chaque tour chacun des deux pistons opere un va- el 
vient. Le volume d’un eylindre est 4 fi, done la consommation d’air est 
4-4nf.—=nA°h pour chacun des tours des roues de propulsion et 


L p) Be L4?% 
159. pp 7d A = DT 


pour toute la longueur Z de la voie. 

L’air almospherique occupe 1--1 fois le volume d’air comprime ä la 
tension 1-+-«: donc le volume d’air atmospherique que la machine consomme 
pour le trajet L est 





10. S- ee tte) 


Substituant dans cette expression celle de « (158), on obtient 


S = + ee (n-+tangf)cos/ ou bien 





Fir i 
161. S=L er +2 (n-+tangß) eos 2]. 


Puisque cos, comme il a ete dit ci-dessus, est toujours peu different 
de 1, la formule (161) peut ötre simplifiee et reduite a 


12. S— L[G°+2m+tang2)], 


et cela avec d’autant plus de raison, que l’on calcule alors, non pas irop peu, 
mais un peu plus que ce qui est necessaire. 


C. Si meme la pression de l’air comprim& sur les pistons des cylindres, 
comme il l’a et@ suppose ici, est constante, la force qu’elle produit sur le bras 
de la manivelle est loin de l’etre egalement. Ceite derniere force varie alter- 
nativement depuis sa plus grande valeur jusqu’a zero. Neanmoins le mouve- 
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ment du train, produit par celte derniere force, n’est pas egalement variable, 
mais plulöt presque invariable, pour un ? constant. La raison de celte contra- 
dielion apparente est Ünertie de la grande masse du train, qui remplace iei 
les volants, dont on se sert ordinairement pour rendre plus uniforme l’aclion 
des manivelles.. A l’aide de celte r@gularisation du mouvement par la masse, 
vient ici encore la position des bras des deux manivelles sur le meme essieu. 
Ils font entre eux un angle droit, de sorte que si la force exercee sur le bras 
de une des deux manivelles est a son maxımum, celle qui agit sur l’autre 
est a son znınzmum, ei r&ciproquement. Il ne s’agit donc ici que de la somme 
des moments variables des deux manivelles, et cette somme peut @tre supposee 
egale au moment presque invariable de la resistance du train. 

D. Si la voie monle devant le train, # dans (162) doit @tre pris 
posttivement; negativement si la route descend, et zero si elle est horizontale. 
En designant comme ci-dessus par A, la difference du niveau des deux extre- 


mites de la distance Z,, et en supposant que sa pente /, est invariable, on a 


163. A, = L,lang?,. 
Gela substitue dans (162) donne 
I?) nON\ | 


- u 0 : 
106A Aue Ih, 5 pour la distance Z.. 


DT, 
Dans ceile expression A, est posztf, si la voie L, monte, zero si elle est 
horizontale, et negatif si elle descend; mais la formule n’est applicable qu’aux 
cas ou 

169. tang fd, > —n. 

KE. Car si P, est negatif et tang, — —n, la gravile seule conserve 
au train son mouvement avec la vitesse qu’il avait sur le sommet de la pente. 
On se gardera done bien, dans ce cas, de laisser consommer par la machine, 
de l’air dont la force peut @tre produite ici par la gravite seule. Donc on a 


S—0 pour tangd = —n. 

La formule (162) ne donne pas ce resultat, si l’on y fait tang$ —= —.n. 
La raison en est que le caleul ci-dessus suppose que la machine doit fowjours 
puiser de l’air du r&servoir, quelle que soit la pente 5. Mais pour tang$? —= —n 


aucune force n'est necessaire aux pistons des eylindres, parceque alors le train 
est deja pousse par la gravite seule. Donc la tension qu’il faut dans ce cas 
a lair introduit dans les cylindres, est seulement —=1, et u est =(0. Et 
comme la machine consomme toujours quatre cylindres d’air pendant une re- 
volution des roues de propulsion, la consommation d’air est iei 7.#°A pour une 
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. . L a L4? . . . 

r&volution, et —. +2. P, ——— pour la distance L5 et c’est effectivement ce 
al) D 

que donne la formule (162) pour tangp? = —n; done celte formule n’est pas 


en defaut. Mais on ne fera tlirer par la machine de l’air du reservoir qu’au- 
tant, qu’elle en aura besoin: on fermera par le robinet decrit ci-dessus le passage 


du reservoir aux eylindres. Donc on oblient dans le cas de tang? — —n 
non pas la valeur de S' que donne la formule (162), mais 
166. S=0 pour tanef=—n. 


FE. Si est negatif et tangn <—.n, la gravilc seule imprime encore 
au lrain son mouvement, mais maintenant elle produit un ercedant de force 
au dessus de la resistance du train, et c’est ici le cas mentionne ($. 33) oü 
la machine peut lirer de l’air de lalmosphere, et le comprimer dans un reser- 
voir pendant sa course m&me. Elle tirera de l’atmosphere quatre cylindres 
d’air a chaque tour des roues de propulsion, c’est-a-dire fl met. cubes 
d’air pour le trajet nD, et 

2 
2 nl Mi 


pendant que la train parcourt la distance Z,. C'est air est comprime par la 


167. IS — met. cub. d’air 





machine pendant sa course. Il faut done &crire ici non seulement IS — (. 


comme pour lang = —n, mais 
4:4 . 
168. IS, = — —p pour tangß<—n, 


si l’on veut tenir comple de ce cas dans le calcul de la consommalion d’air 
par la machine. 


@. La formule generale (164) n’est done applicable sans modifica- 
tions, qu’aux cas ou tang$ > —n, soil que la voie monte, ou qu’elle descende 
devant le train; car dans ces cas seulement, une consommation d’air du grand 
röservoir aura lieu. La formule donne cette consommation pour chaque porlion 
de la route d’une pente invariable 9. Done si l’on designe par Zu, la somme 
des longueurs de toutes les porlions de la voie dont les pentes ne sont pas 
moindres que —n, et par H, la somme algebrique des hauleurs A, monlces ou 
descendues par ces parties de la voie, la formule donne pour la consommation 
totale d’air sur toutes ces parlies de la voie: 


19. 5 = LE +42. 


6 
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Pour toutes les parties de la voie ou tang? = —n, et dont la lon- 
gueur totale doit etre designee par Z,, on a 
170. S‘, —— 0. 


Pour les portions de la voie enfin, ou tang? <—n, et dont nous de- 
signerons la longueur totale par L,, on a 


1. Sc ae 


Done la consommation totale d’air, tire du reservoir, que nous expri- 
merons par IS, est 


172. S—= 84848 = L(G+2)+H2-15 


En designant par Z la longueur totale de e‘ voie, de sorte que 
173. L —— L\+L.--L,, 
on a aussi = L—-IL,—L,, et (172) donne 


14. S= (L-L-L)+b-L-D)2+BL. 


36. 

A celle consommalion d’air du grand reservoir, il faut ajouter encore 
celle qui est necessaire par engendrer la vitesse de la course. 

A. Comme on desirera toujours produire la vitesse demandee aussi 
promptement que possible, on y employera la plus grande tension de lair 
comprime& dont on peut disposer, el par consequent la tension u qui est nöces- 
saire ä l’air pour faire gravir au train la plus forte pente de la voie. Et 
suivant ($. 29), on fera agir celte pression sans la diminuer, jusqu’a ce que la 
vitesse demandee soit produite. 

B. La force qui agit perpendiculairement sur le bras de la manivelle 
est suivani (144 et 145) 








join \ a ee (2 + a 4) pour le demi-cercle superieur AMD et 
. Ä N, 3, 
1? p=p 5 lei _—, „ pour le demi-cercle enferieur DOA. 


2, D 
Ayant deduit de ces forces celle 22 —2% qui est necessaire au 


bras de la manivelle pour la resistance Z du train des wagons sur les rails, 
c’est-a-dire pour maintenir au mouvement du train une vitesse constante, 
qui m&me peut &tre zero, on aura l’excedant de force de la machine qui doit 
ötre destine a engendrer la vitesse. Donc si au lieu de la force totale de 
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la machine, comme en (175), on designe par g, et q, l’excedant de force. 
dont nous venons . parler, on aura 





yoy ZD 
1. -—— “u - - r 7) > 
a 1=p _ = +] EPRTE, er} pour le demi-cercle superieur et 
yoy zn 


pour le demi-cercle enferieur. 





r 
7) _—— Siehe ae — 
T: (5 osy(a? —y?) 
C. Ces forces mofrices, que nous designerons pour un moment in- 
differemment par g, agissent sur la masse Q et produisent une force accele- 


ratrice u Cette force produit dans le temps öf la vitesse 
{ A Aa: 
17.  ov= 299 ot. 


Elle fait parcourir l’extremite du bras de la manivelle, sur laquelle elle agit, 
pendant le temps öt la distance 

178. os = vöt, 
ce bras ayant la vitesse v, donc on a 








19. =, 
Re er Ö: h 
et cela, substitue dans (177), donne Ov— 2g- Dr — et par consequent 
A Bes 
180. 405 —= > Pia 
Si dans (180), on substitue les deux valeurs g, et g, de g (176), on obtient 
0 ZD 0 22 RR 
p (dx -r Tas er) -— 6= 2 vOv pour le demi-cercle superieur et 
181. y A ZD 0 
Ar — —.O8 = rd i- ınfer: 
2. p(öx Ta -) — 0 = 2, Oo pour le demi-cercle znferieur. 


Les integrales ie ces expressions doivent re prises pour m tours de 
la manivelle ou des roues de propulsion, si l’on veut que la vitesse vo demandee 


soit engendree pendant ces © revolulions. 
pyoy ZD. 


D. Designant par A, Y et U les integrales de por, a? —y3) et >68, 





et par C une constante, (181) zn 


1. x +Y— U =” v”--Ü pour le demi-cercle superieur et 


182. 
. 4-Y-U=,_ ir +-C pour le demi-cercle inferieur. 








’ 


Si l’on suppsse Ä= x pour 2—= 


X—=X, pour 2—=AD, X est aussi x ir en wi D, =X, pour 
z—=DP,, ee =Ä, pur e—=DA. Si l’on suppose Y=J}, pour 2— 0, 
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Y=—Y, pour 2=AP, ee Y=Y, pour 2=AD, ona pareillement Y—Y, 
pour le point D, Y=|, pour 2=DP, ee Y=Y, pour — DA. Sup- 
posons encore Ü—=Ü, et v=v, pour le point A, U=T, et v—ov, pour 
le point M, U=Ü, et v=ov, pour le point D, U=TU, et v—=ov, pour le 


point Q, et U=U, et v=v, pour le point A oü la manivelle est arrivee 
apres une revolution entere. 
c.. Cela pose, on obtient d’abord en vertu de (182, 1) pour le point 4: 
- , r 0 2 , RR 
183. 2 &%+1,—U= gt C, due C=-X,+-Y,— U, — 1900 
el cela, substitu& dans (182, 1), donne pour le moment de A en M: 


u ni ni DW) 


()/* 


P. Pour le point M (182, 1) donne 











- a r r 0 2 | ' Y r r r 0 2 
185. Ayhh-0,=7,0% +6, donc Ah U— 720. 
et cela. substitue dans (182, 1), donne pour le mouvement de M jusqu’a D: 
£ » P Pr I 4 Tr 0 n 2 
1S6. A), Ä, en } A } ae U, U, ne iu 

y. Pour le point D (182,2) donne 
u ı => 0 ER Be 0 
1S7 . A, 7 } ae Ü 2. — — ®, = ©, donc © —— A-—- } y— U, — — Ü, . 
4y | 4y 


et cela. substitu& dans (182,2), donne pour le mouvement de D jusqu’a O: 
r r r r” I ’ 0 2 2 
158. Ä, — A, Y, - Y.— U;-- U, — 1g 9 ara v,). 
d. Enfin pour le point A (182,2) donne 
r 7 r 0 R3 Y Yv # T 0 ? 
189. A-Y,-9=-7,ur6 done u ae Aenal e Pac 
et cela, substitue dans (182,2), donne pour le mouvement de Q jusqu’a 4A: 


10. K-K-K+N-U, = Aion) 





E. En prenant la some des qualre @equations (184, 186, 188 et 190) 
on obtient 


191. KR-K)-U4U— Em). 
9 
Si l’on avait suppose 
© — Vu dı, dr, dy el v;, 
192. non pas dans les points A, M, D, O0 et 4, 
mais dans les pints M, D,0,4eM, 
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on aurait eu les expressions 





je Pe PO Le-o}), 
FR |; AK U— wei), 
a RER ER 212) een), 
Ki HET, Dein), 


au lieu de celles (186, 185, 190 et 184). La somme des equations (193) es! 
Q,.: 2 
194. 2 — A)— U,-+U, = 1, (% — dm). 
Elle est, comme on le voit, parfaitement egale a la somme (191) des quatre 
equations (184, 186, 188 et 190): done 1 ei v,) a toujours a meme valeur, 


quel que soit le point oü le mouvement eommence. De la on conclura que 
les deux manivelles, quoique en angle droit l’une contre l’autre, produisent 
chacune la meme acceleration du mouvement. Par consequent la force d’un 
des deux cylindres peut @ire consideree comme agissant sur la moitze de la 
masse Q, et la force totale » des deux cylindres comme agissant indifferemment 
sur la masse totale Q. 

F. Les valeurs de Ä, et X, sont les m&mes pour la seconde revo- 
lution des roues de propulsion et pour toutes les suevantes. Donc si l’on designe 
par v,„,, la vitesse acquise par l’extremite du bras de la manivelle apres m re- 
volutions de la manivelle, la formule (191 ou 194) donnera successivement: 


2 (X, — Ä\,) u Fri —%)-+ U,— U,, 


\ 


AK) = Wr + UL, 


\ 


2(&, — A) er) U2.— Us, 


2(X, a X,) =. or. - Un_2,4) -+ U„1,: PR U„.,: . 


AK K)— ei 4 Un Una 
En prenant !a somme de ces expressions on obtient 
196. 2m,— X) = ei—e)+ U,.— U, 
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En supposant que le mouvement commence avec la vitesse zero, de sorte que 
vu, —(, et en designant la vitesse engendree apres =» revolutions de la mani- 
velle simplement par v, de sorle que v„,;==v, la formule (196) donne 


197. 2m — X, = hc + U, — UD.. 








4y 
. u ZD 
G. CU dtait = + — ös (D.), donc on a 
Z 
18 U Fu} consl. , 





ou const. est zero, U, c’est-a-dire ÜU,, etant = (0 pour s—=0. Apres m re- 
volutions de la manivelle s est = mn%4, donc (198) donne 


U, — —-maı = maZD. 


Cela etant substlitue dans (197), on obtient 


199. 2m(—X,)—mnZD — 





Ov? 
44 


H. La vitesse de l’extr&mite du bras de la manivelle etant v, si l’on 





designe par c celle de la circonference des roues de propulsion, ou bien celle 


du train des wagons, on a 


D ind 
200. ee = or 2 ei v9 = a 


En designant par Z la distance que le train a parcourue pendant 
m revolulions des roues de propulsion, on a 








201. L=mnD, done m= En 
nD 
En substituant (200 et 201) dans (199), on obtient 
2L L 0,4 
77 ne Ba 77 aan dee 7 
ou bien 
‘ r 2LD > c? j 
202 ag k-K-mZD=- 7, —=H, 


H, designant la hauteur d’ou un corps tombe librement acquiert la vitessse c. 

L'expression (202) de la vitesse e du train, engendr6e par la pression p 
de l’air comprim& pendant »s revolutions des roues de propulsion, ou sur la 
distance Z parcourue par le train, est toujours la meme, quel que soit p, 
constant ou variable. 


I. Dans le cas qui nous occupe p est constant pendant toute la course 


des pistons, et sa valeur pour les deux cylindres et pistons de la machine est 
203. p=4nFfuo (13); 
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done l’integrale Ä de por (182) est celle de An Puoöx, c’est-ä-dire 
204. X= Infuor. 
Gela donne 
205. %=0 pour 2=(0, et K=4nfiuo pur = AD—i, 


“ . r . b) 2 D nn pe 
donc l’expression (202) se reduit a gr Liu o—4nZD) — — —H,. 
* % Du i I 
ou bien ä 
» ) - [4 
206. 5 (Piuo—ZD) = Z — HM, 


R 


K. A chaque revolution des roues de propulsion, sont consommes 





4 cylindres d’air comprime, c’est-a-dire 4-4n PA = nJ) met. cub. d’air 
ayant la tension 1-+«, et par consequent (14w)n. SA met. cub. d’air at- 
mospherique. Donc en designant par S, la masse d’air atmospherique con- 


| L ' 
sommee pendant m—= — (200) revolutions des roues de propulsion, ou sur 


la distance Z du trajet, on a 


207. 8 = tar dt. 


De (206) on tire 





ec? 220 
28. „= 4y D(#4u0o—ZD) 


Cela &tant substitue dans (207), donne 


_. e. _P3Ol+u) 
—4g DI (1? )uo—ZD) 





209. 8, 


L. Dans l’expression (209), Z signifie la resistance du {rain @ len- 
droit meme de la voie, ou la vitesse ce doit ötre engendree, et « exprime la 
tension de l’air comprim6 necessaire pour la plus forte pente de la voie. De- 
signons par Z, la resistance du train montant sur la plus forte pente }, e! 
par Z celle sur la pente f, oü la vilesse est ä engendrer, on a 

210. Z„.= O(n-tangp,) et 
211. Z = ((n-tangPp). 


Puis (155) donne pour Z,, 
212. Z„D = Siuo, 

et de la on tire 
213. 
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Substituant cette expression de « dans (209) on obtient 








Z„D 
24/3 
GER... LLNER er er MO(d216+Z,D) 
Mg, WEZ.D-ZD) — 49 Diozn—Z, ° 


ou bien, en substituant ici les valeurs de Z, et Z (210 et 211), 


215 Di ce? 2(1240+0D(n-+tang/ )) 
ER . 4y D:o (tang dm — tangP) 


H, [ Be 22 

== RP +—(n-tangP I: 

tang dm — tang f D | 4 rtang Pin) D: 
Voila l’expression de la masse S, d’air almospherique que la machine con- 
sommera pour engendrer la vitesse € correspondante a la hauteur H, de la 











chüle des corps libres. 


M. La longueur a de la bielle n’a ici, comme on le voit, aucune in- 
fluence sur la valeur de $,. 


N. Si le conducteur du train des wagons regle bien soigneusement et 
bien exactement liintroduction de l’air comprime dans les cylindres de la loco- 
molive, de maniere que la vitesse du train ne diminue jamais, pas m&me 
dans les cas oü la machine tire de l’air de l’atmosphere et le comprime dans 
le petit r&servoir pendant sa course, la consommalion S, (215), comme il est 
evident, suffira pour Zou£ le trajet. Mais aussi dans les cas ou la vitesse 
aurait diminue, la reproduction de la vitesse totale ne necessiterait pas encore 
un surplus de consommation: car la meme masse d’air que la reproduction 
de la vitesse exige, a el& Epargnee pendant sa diminution. A la rigueur la 
consommation 8, , destine a engendrer la vitesse, ne serait m@me pas un sup- 
plement ä ajouter a celle qui est necessaire pour la traction seule, dans le cas 
ou l’on voudrait laisser diminuer la vitesse peu-a-peu jusqu’a zero vers la fin 
du irajet; car alors on &pargnerait par la, la meme masse d’air qu’on aura 
depensee au commencement du trajet pour engendrer la vitesse. Cependant 
dans la pralique on ne pourra pas compter sur un telle compensation. Au con- 
traire, des supplements de consommation seront inevitables dans les cas, oü 
l’on aura le force d’enrayer les wagons. Ces supplements ne peuvent pas 
etre calcules generalement. Ils dependent de la localite et doivent &tre arbitres 


dans chaque cas parliculier. Toutefois nous porterons ici en compte comme 
supplement, toute la masse d’air ÖS, trouvee ci-dessus. 
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37. 
A. Nous ajouterons donc encore 8, (215) a la consommalion d’air 
caleulee (174). Cela donne pour la consommalion Zofale d’air, qui sera ne- 
cessaire, 


216. S— (L-L—2L)Z4lL-L,—2L)n-H]? 





H, eg m 
4 tang in Zu tang f D: (A D u 6 (N 7 tang Bm))- 


[ L est ici la longueur totale de la voie; 


L, la longueur totale des parlies de la voie, ou lang = —n; 
L, celle des parties de la voie, ou tang? <—n; 
H, la somme algebrique des hauteurs des pentes tangf — —n; 


c? j 
H, est u et c la vitesse voulue de la course; 


1n est = 0,004 (128), et o —= 9418 kilogr. (15); 
4 est le diametre des cylindres de la locomotive, 


217. 


, la longueur des cylindres, 

D le diametre des roues de propulsion; 

Pm est la plus forte pente de la voie, el 

\3 la pente a l’endroit oü la vitesse ce doit ötre engendree. 


B. Comme (156) donne 


wir 0 
218. = om riang m), 


l’expression de S’ (216), si l’on y introduit celle (209) de S,, peut aussi 
etre presentee sous la forme 
219. S—- (u-12-2W" ee L-L—L)n +M]2 
+H d?23 O(1-+-un) 
?D? (d?ium0o— ZD)’ 
et cela fait voir que la consommation d’air necessaire sera d’autant morndre 
que la tension w„ &ä laquelle on aura comprime l’air dans le reservoir, sera 
plus grande. D’autre part, (216) fait voir que la consommation d’air sera 


d’autant moendre que les cylindres seront plus petits, et que les roues de pro- 
pulsion seront plus grandes. 














C. Il est a remarquer qu’il sera toujours bon de tenir compte encore 
d’un supplement a IS, par exemple, de 10 pour cent, non seulement pour les 


cas ou le train est a enrayer en route, mais aussi pour eire a meme de trans- 
19 * 
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porter un pelit excedant de charge des wagons, si par hazard cela etait ne- 


cessaire. Üet excedant n’est pas d’ailleurs toujours perdu, ou consomme reel- 
lement; au contraire il reste dans le reservoir pour servir a la course prochaine, 
dans le cas, ou la masse d’air S normale a suffi. Il faut seulement, le cas 
scheant, que l’excedant soit disponible. 


D. Eremple. Je prendrai un chemin de fer existant, pour y appliquer 
les formules ei-dessus, et je choisirai celui entre Berlin et Potsdam, le plus 
ancien de la Prusse, et qui m’est le plus connu, pour l’avoir projete et execute 
moi-meme. 

Ce chemin de fer a une longueur de 26363 metres, done L est ici 

= 26363. Toutes les pentes de cette voie sont plus farbles que n = 0,004; 
la plus forte pente n’est que de % = 0,0034, donc on a ici tang ?,„ — 0,0034 
et Z, et Z, sont zero. La voie est horizontale aux deux extremiles, donc 
#=%0. L’extremite de la voie a Potsdam est de 2,2 melres au dessus de 
celle de Berlin, done on a H, = -+-2,2 pour le trajet de Berlin a Potsdam, et 
H, —= — 2,2 pour le retour. 

Supposons une locomolive a air dont les cylindres de propulsion ont 
un diametre de 23} centim. et une longueur de 314 centim. et les roues 
de propulsion un diametre de 1,57 metres, nous aurons J — 0,235, 
.— 0,313... et D= 1,57 melres. Supposons que le poids du train, que la 
machine doit transporter avec une vitesse de 12,5 metres par seconde (6 milles 
de Prusse par heure) soit 92770 kilogr. (1800 quiniaux de Prusse), y compris 
son propre poids. A la verite la vitesse, avec laquelle on marche ordinaire- 
ment sur ce chemin de fer, n’est que d’environ 9 metres par seconde, mais 
il faut qu’une plus grande vitesse soit au moins possible. 


[67 


pr — 7,78 met. et la formule (157) donne 


20, ii a, Bi: 
done il faut que l’air soit ici comprime dans le grand reservoir a une tension 
de 6,52 atm. 


Cela pose, on a H, = 


Puis (219) donne 


221. 8’ — 1359 met. cub. d’air am. pour le trajet de Berlin a Potsdam et 
222. 8 


| 


1347 met. cub. d’air atm. pour le trajet de Potsdam a Berlin. 
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c. Des pentes les plus avantageuses de la voie pour une locomotive a air 


de premiere sorte. 


38. 
Comme une locomotive a air ne consomme aucun air comprime sur les 
pentes tang? = —n, et quelle tire m&me de l’air de l’atmosphere et le com- 


prime sur les penles tang#? <_—n, tandis qu’il lui faut toujours de l’air comprime 
sur toutes les pentes tang % > —n, meme en les descendant, il se presente 
ici la question de savoir si, selon les circonstances, des pentes plus fortes ne 
seraient peut-etre pas plus avanlageuses que des pentes plus faibles, en ayanı 
egard, comme cela doit &tre, non seulement a la course d’un train en allant. 
mais aussi a son refour: car si une pente est plus faible que tang? —=n, il 
faut que la locomotive tire de l’air comprime du reservoir, non seulement en 
monlant celte pente, mais encore en la descendunt: si au contraire la pente 
est plus forte que tang?—=n, elle ne tire de l’air du reservoir qu’en montant 
la pente, tandis qu’elle ne consomme non seulement aucun air en descendant, 
mais qu’elle en gagne encore. Aussi se presente til cette autre question, de 
savoir, si au lieu de donner a la voie une pente consiante pour gravir une 
hauteur sur une longueur determinee, il ne serait pas plus avantageux de donner 
a une parfie de la voie une pente plus faible, et au reste de la longueur une 
pente plus forte. Nous aurons a discuter ces questions d’une maniere generale 
et en ayant egard aux differentes circonstances qui peuvent se presenter; car 
si la solution de ces questions etait affırmalive, cela serait tres-imporlant, par- 
cequ’alors dans les projets des chemins de fer, on pourrait suivre beaucoup plus 
la surface du terrain, et eviter par la de grandes depenses. 

La hauteur ä gravir sur la longueur Z de la route soit —= 4. Au lieu 
de fang nous &crirons pour abreger seulement %. Alors on a 

223. LP=h. 
Si la distance Z, est partagee en deux parties Z, et Z,, l’une ayant la pente /,. 
l’autre la pente /,, on a pareillement 
224. LA=h ee Lf,=h, 
tandis que 
225. LP 
226. L 


LA+LßR=h=hth e 
L-+L,. 


Il 


Soit Q, le poids du train pour la course en allant, et Q, celui pour le relour, 
et supposons pour abreger 
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297. ER kı, Fr /, et dans (169, 170 et 171). 


77 


0; 


2 
2. Z—=n 
Soit A la masse d’air que consomme la locomotive sur le parcours de 
toute la ligne ZU en allant, et B celle pour le refour; et soient A,, B.: 
A,. B, ces mömes masses d’air pour les deux parties L, et L, de la ligne. 


Soit enfin 





229. A+B=C, 

230. A+B =, At+B=6C, 

231. C—-(G, +60) ==. 
Alors & exprimera l’epargne obtenue sur la consommation d’air qui peut-etre 
aura lieu,. en donnant a la voie L deux pentes differentes au lieu d’une pente 
constante. 

Discutons en premier lieu la question, si pour une longueur determinde 

une plus forte pente est plus avantageuse qu’une pente plus faible. 


A. lei la pente f peut @ire supposee toujours positive, et elle peul 
etre = 0, <n, —=n et >n. Pour ces differents cas, les formules trouvees 
ci-dessus donnent 


ı. A—=L(n-+nk,) (169), B=L(n-+nk,) (169) pour A=0, 
932. |? A—=L(n-+nk,)+ LPk, (169), B=L(n+nk,)—LPk, pour P<a, 
13 A—=L(n-+nk,)+ Lnk, (169), B=0 pour A—=n, 
4. A=L(n-+nk,)+ LPk, (169), B=—Lr pour  >n. 
De la on tire, A+B etant —=(! (229), 

. C=L(?n+n(k,- k,)) pour A —=0; 

993, )? C=L(?27-+n(k+k)+Pk,—k) pour <a; 

3. C= L(n-+?2nk,) pour P=n; 

4. C= Lk, -+(n--P) pour A >n. 


B. Si les charges des wagons sont egales en allant et en revenant, on a 
234. k, Bun k, — k, 
et (233.) donne 


. C = 2L(n+nk) pour = 0, 
235. |: C = ?2L(n+nk) pour P<n, 


J C —= L(n-+2nk) pour A=n, 
C — Lk(n-+Pß) pour A >n. 
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C. Si des voitures chargees montent seulement la pente el reviennent 
vides; oü alors le poids du train retournant n’est qu’environ le ters de celui 


du train charge, on a 
236. k, nn Ik, 
et (233) donne 


1. C = L(2n-4#nk,) pour =0, 
237. 2, C == L(?n+3(2n-+P)k,) pour P seL, n, 
3. C = L(n+?nk,) pour A—=n, 
4. C = Lk,(n-+P) pour 5 >n. 


D. Ces formules presentent deja des consequences remarquables. Par ex. 
(235) fait voir que dans les cas d’egalite de la charge des wagons en allanı 
et en revenant, qui est le cas le plus ordinaire, la consommation d’air com- 
prime est la meme sur une voie horizonlale et sur une pente moindre que 
n — 215 = 0,004. Elle est meme moindre de Ln sur une pente de n 
— 0,004 juste, que sur une route horizontale. Supposant que la valeur de 
€ (235, 1) doive &ire egale a celle de CE (235, 4), on en tire 2(n--nk) 
— k(n-+P) et 
en. 


233. P=n+7 





( 2m h 
donc la pente de la voie peut m&me depasser n de 7, , sans que la consommation 
v 
d’air sur celte pente soit plus considerable que sur une voie horizontale. 


Il s’en suit que, si l’on veut se servir des locomotives a air, il n’est 
nullement necessaire de faire sur un terrain un peu accidente de profondes 
tranchees et de gros remblais pour gagner par ce moyen des pentes aussi 


faibles que possible: une pente de 0,004 est m&eme plus avantageuse que la 


. . ® . 4 27 . 
situation Aorezontale de la voie, et m@me encore une pente de n-- = n’exige 
v 


pas plus de force motrice que la voie horizontale. Tout cela peut oflrir de 
grandes Economies. 


E. Supposons par ex. une voie de 1255 met. de longueur. Le poids 
du train soit comme ci-dessus 92770 kilogr., et les dimensions de la loco- 
motive comme ci-dessus J = 0,235, 4 0,313, D = 1,57 met. Alors on a 


239. L—=1255, 0— 92770, ?—k—9,85, n—0,011, n— 0,004. 


Ces valeurs de L, Q, k, n etant substituees dans (235 et 337) donnent 
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Dans le cas ou le poids Dans le cas oü la pente 


du train est le meme n'est descendue que par 
al’aller et au retour. des wagons vides. 
1. = 126.75 met. cub., 97,11 met. cub. si la voie est horizontale, 
40. (7 C— 126,75 - - „ 121.25 - -  sielle monte d’un 300%", 
; 3. C=112,84 - - „ 112,84 - -  sielle monte d’un 250'““*, 
4 C=1%6,5 - - „ 126,75 - - sielle monte d’un 160%". 


Done sur une pente de 1 sur 160, qui deja est assez considerable, la 
force necessaire A la locomotive ne depasse pas encore celle qu’il lui faut sur 
une voie horizontale, dans le cas ou les charges des wagons sont les mämes 


1255 E 
160 — 9 


peut etre gravie sans la moindre tranchee, ni le moindre remblai. Si l’on 


dans les deux directions opposees du trajet. et une hauteur de 


donne ä la voie une pente de 1 sur 250 la force motrice necessaire sera 
meme mondre de 13,91 met. cub. d’air que celle dont on aurait besoin si la voie 
etait horizontale; done on Epargnerait ici 13,91 met. cub. d’air ou 11 pour cent 
1255 
250 





de la force molrice, et en sus les frais d’une tranchee de —) met. du 


profondeur. 


40. 
Nous abordons la seconde question, savoir, s’il serait plus avantageux 
de donner par parlies deux pentes differentes a une rampe, que de lui donner 


une pente conslante. 


A. On ne donnera jamais a la premiere partie de la rampe, savoir 
a la plus basse, une pente plus forte qu’il ne faudrait a toute la rampe, parceque 
dans le cas contraire, on aurait ä faire, non pas moens de deblais et de remblais. 
mais davantage. Donc la seconde partie Z, de la rampe montera dans tous 
les cas, el aura une pente plus forte que ß. On aura done toujours A, > 0. 
Mais /,, tandis qu'il est toujours </P, pourra &tre 6galement bien posiäf et 
negatif; la premiere partie de la rampe pourra descendre au lieu de monter. 
Done selon que % est = 0, <n, —=n ou >n, il existe les cas suivants. 


I. Si #=0 il se peut qu’on ait 











Pour » >0 <n. Pour f,=n. Pour 3, >n. 
| 1. A <0>—n 4.A<0>—n 7. A<0>—n; 
—n; >: Pi == —nNn;, S. A=—n; 


<T u n. 6b, Bi, ne) am au n. 4, Pi = n. 
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I. Si P>0<n il se peut qu’on ait 

















Pour  >O<n. Pour %=n. Pour /, — n. 
10. HL >0 <n; 5. HL >0 <n; > u >0< m; 
11. AV; 16. DB, ==B; u; P, —(): 
242. 12. A <0>—n; 17. A <0D>—n; 22. A <0O>—n; 
13. = —n; 18. A=—n; 23. = —n; 
14. AA<—N. 19. AA <—n 4. A<—n. 
Il. Si #=n il se peut qu’on ait IV. SiP>n il se peut qu'on ait 
Pour 9, >n. Pour %, >n. 
3. A>0O <a; ». An; 
26, Pı —— 0; 31. Pi =n, 
243. 27T. Pı <0>—n; 32. A>VU<n; 
s. A=—n; 244. 3 5,9; 
35. A=—n; 
3 A<—n 





B. Done pour /, il ne se presente que trois cas, tandis que pour /, 
il en existe jusqu’a sept. 

Les formules (233, 2, 3, 4) peuvent @tre appliquees immediatement aux 
trois cas de f,, parceque f,, dans les formules precitees, est toujours posetif, 
ainsi que 9. Seulement on aura ä 6crire 1, ä la place de L, et ?, ä la 
place de %#. Donc on a pour le trajet sur la seconde partie Z, de la rampe 
dans les deux directions opposees: 


1. ©, L2n+n(k-4k)+ßk—k) i R>0<n, 
245. 2. C, L.(n+2nk,) i aA=n et 
3.0, —= Lk(n-+P,) i R>n. 


Les formules (233) donnent egalement les valeurs de C, dans les sep£ cas 
de £,. Mais il faut bien remarquer, que dans les cas oü la premiere partie 
de la rampe descend, au lieu de monter, on doit considerer cette partie comme 
ascendante, et mettre la charge des wagons de retour ä la place de celle 
qu’ils avaient en allant, tandis que /, prend le signe oppose. Cela pose. 
on aura 


\ 


\ 
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1. Gehkln-B) .., 8. ei A>m, 
. Glen t+2ak). -: unter A, 
. G=LlRn-+nlk4k)+-Pkki—)) pur B>O<n, 
2%. a DBhuRrtek TED: : 8, pour A, 0, 
. G=L(ln+nktk)-ßk—k)) pur A<Od>—n, 
. 5 =uhulnt+?nk) .». .»e :». ... por A—=—n, 
" Lis(n—P)- -»- -»- : 2... pu P<-—n. 


in deduisant les valeurs de C, et ©, de celle du CE correspondante (233). 


on obtiendra & (231). Mais comme nous avons deja vu en ($. 39), que les 


cas les plus avantageux sont ceux ou la pente de la voie est =n ou >m, 

nous ne disceuterons iei (pour epargner l’espace), que quelques uns des cas ou. 

pour les differentes grandeurs de ?, les pentes 9, et %, sont ou = +n ou 
n ou n, specialement les cas N". 5, 6, 9, 18, 28 et 31. 


C. Mais avant d’entrer en matiere, il s’agit encore des relations qu’ont 

f,,L, el L, entre elles, pour des valeurs donnees de ?, ı et f,. Ces relations 

se !rouveront au moyen des formules (225 et 226). On obtient par (225 et 226) 
24. LPp=LßA+Lb—L)ß e LP=(L-L)P + pP. 


ei dela on tire 





P dc PP, 
„=L2-—- et L=H: E 
. 3: —P, " ‚ Pr brZ Pi 


D. a. Cas N.5, au P=0, A=—ne A—HNn. 


248. 





Pr 


Dans ce cas on a 
. € = L(2y-+-n(kh--K)) (233,1), 
249. r GC = L(n+?2nk,) (246, 6), 
m GC, —= L,(n-2nk,) (245, 2), 
done en vertu de (231) on a 
x — 2Ly— (L,+L)n+Ln(k,+k,)—?2nLik- Lk) 
ou bien en verlu de (226), 


B 3 222 Ln- Ink, -k,)—2n(Luk; | L;.k), 


/ 








„ı> 20 27 L . Ä n 
ou bien aussi, Z, etant iei suivant (248), —L- —IL,eL.— L.o- = 44, 


n-+n 
250. Zudem. 


Done si au lieu de donner a la voie 4 une position horizontale, on 
lait descendre la moitie de sa longueur d’une pente de n == 0,004 et monter 


l’autre moiti& de la m&eme pente, on gagnera Zn metres cub. d’air. Cette 
economie est de 13,01. met. cub. dans l’exemple ($. 39. E.). 
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b. Cas N’, 6, uU P ur Ö, P < z —n, Pa — 2. 


Dans ce cas, on a 
1. CE = L(?n-+n(k,--k,)) (233, 
251. 2. a u L.k.(a- -P) Zr Ay 
3. GG = L(y+?2nk,) (245, 2). 
Gela donne suivant (231) 
> —= 2Ly+Lnk-- Lny— Lnk,-+ LP — Ian —2L,nk,, ou bien 
Pr — nal Kolb Sata + (Ian--L,P,)k, ou, puisque ieci 








—P, 
L\=L—— e L.,=L:—- 
ni ©. HK Fy 
2p —NnD nd 
Py-- la 2 I ) + L (1 - Ste) L Em f )k 
n—P,/ n—Pß, n—P, n— ß 
ou bien 
ern % —_’ L B \ I N 
252. = ——[n(?n— P)+-n(n-+P)kıl 
n—ß, PREEETER 
Si a ceite expression, on donne la forme 
ALT = _ 
259. — UL In- - ® E , er n k; | 


il est visible que > est d’autant sähe ed que »— /, el par consequent la 

valeur absolue du P, negatıif est moindre. Il faut done rendre /, aussi 

peu que possible << —n. Si dans l’exemple cei-dessus ($. 39. E.) on fail 
PB, = — 0.005, on obtient 

AR — 14,53 met. cub. d’air et 

254. | ee RER 

L, = 558 met. et L, = 697 mel. 

Done si au lieu de donner a une voie de la longueur de 1255 mei 

une situation kor:zontale, on la fait descendre d’un 200°“ sur la loneueur 

de 558 met. et monter d’un 250" sur le resie de la longueur, on gagnera 


14,53 met. cub. d’air; ce qui est encore un peu plus que dans le cas preeedent (x). 
c. Cas 0.9, ü BP=0, An, A, >n 


Dans ce cas on a 


“:; L(2n--n(k,-+-%k,)) (233, 1) 


\ 


255 2. GC, = Li(n—P,) (246, 7). 
3. G = Lkln-+P:;) (245, 3). 


Cela donne suivant (231) 
== 274 Lnk, + Lak, — Lnk, + LP, — L,nk,— L,P,k, ou bien 
= 


: Rn +L, nk, 2. L,nk; +L Pıh2—1P.k, ou, puisque ici 
20 * 


| 
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L=L EA ee L,— a 
256. Fo 2 (&— Pı) Rank —Pılnk, — B,(k,+k,))]. 
En donnant a cette expression la forme 
7. 2 LER TN ya Brlkıt hr), 
1 
valeur determinee de /,, > est d’autant plus 


que la valeur absolue du 5, negatıf est plus petite 
etre que le moins possible inferieur a n 





on voit d’abord que pour toute 
orand, 


Done /, ne doit 





. De l’autre cöte, en donnant a (256) 

la forme 

- l (k k,) 

258. — L[a,*® = us Tr) Inn tBilkı-tk)]. 
"i 

on voit que > pour toute nn teminbe de a est d’autant plus grand que 
le /, posetıf est moindre. Done il faut que /, ne soit que le moins possible 
superieur a n. 

Si dans l’exemple ci-dessus ($. 39. £.) on fait %, —= 0,005 et %, —= — 0.005 
on obtient 


259. = = 15,46 met. cub., 


ce qui est encore un peu plus que dans le cas precedent (5). Pour A, = 
0.0045 on aurait meme > 


A En 


—.ß, 
21.64 met. cub., ce qui est une economie de 
17 pour cent de la force motrice 


d. Cas N. 18, ou D >0< n, P, =—=—_—n, Pr —nN. 


Dans ce cas on a 





| . € = LRn+n(kh+k)+Pkki—k)) (233, 2), 
260. 2. G = L(n+?2nk,) (246,6) et 
3. .G= L(m-?2nk,) (245, 2), 
done on a iei — Ln- Ln(k,- -k) + LP(k—k)— Rn LK -+ L,k,). 
et L,, etant ii = L- = ß et: In == &- EuE®, 
E —= L[y+n(k,+k,)4+P(k,—R) — ((n— P)k,-+-(n--P)k,)] 
c’est-a -dire 


261. Zeil. 


Ce resultat est le m&me que celui du cas N’. 5. Si par ex. on sup- 


pose 2 = 0,003, on obtient ,=4L et i,—47L. Done si au lieu de donneı 
a la voie de 1255 mel. 


la fait descendre d’un 2 


de eh une pente constante de 1 sur 3334, on 
250°" sur une premiere distance de 157 met. et monter 
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ensuite une egale pente sur le reste de la longueur, on gagnera LU — 13,91 met. 
cub. d’air, ou 11 pour cent. 


e. Cas N’. 28, u P—=n, A=—n et ,>n. 
Dans ce cas on a 
. C = L(n+2nk,) (233, 3). 
262. 72. G = L,(n-+2nk,) (246, 6), 
3. 0 = Lk(n-+P;) (245, 3). 
Cela donne Z=L(n-+2nk,)— L,(n+2nk,)— L,k,(n--P,), etL, etant ieci 
— der — Be on obtient 


RT 


9. EN — nt" —%.]; 


d’ou l’on voit qu'il faut faire A, aussi petit que possible. 





Pour A, = 0,005 on obtient dans l’exemple ci-dessus 
264. 2 — 1,37 met. cub. d’air, 
de sorte que l’economie est ici peu considerable. 





f. Cas N. 31, ou P>n, Pf =H+n, > n. 
Dans ce cas on a 
. C = Lk,(n-+P) (233, +4). 
265. 2. GG, = Ln-?2nk,) (246, 2), 
3. G= Lk(n-+P,) (245, 3). 
Cela donne F= Lk, (n+P)—L,(n-+2nk)—Iyk(n--,), et L, etant ici 
2—P —ın 
_ LEZE, L.,= ae 








(3, —P)(n+?2nk)+(—n)(n+P,)k, | 
Pan i 





ou bien 





26. = Lu -1] 


Comme /, doit ötre toujours plus grand que A, Z est toujours ne- 
gatif; donc il n’y a pas ici d’economie. 

E. Voici le resume de ces resultats. S’il faut a une voie une pente 
plus forte que n — 0,004, il sera pour le mieux de lui donner cette pente 
constante (Cas 31). S’il lui faut une pente egale a 0,004, on ne gagnera 
que tres-peu si, au lieu de lui donner cette pente dans tous ses points, on 
la fait d’abord descendre des le point le plus bas d’une pente de 0,004. et 
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monler ensuite d’une pente plus forte sur le reste de la longueur (Cas 28). 


nr 


Mais sil ne faut a la voie qu’une fable penle, et moindre que 0,004, ou si 
elle peut eire disposde horizontalement; on @conomisera 11 jusqu’a 17 pour cent 
de la force motrice, si on la fait d’abord descendre et puis monter. Cette 
economie devient plus considerable par celle a operer sur les deblais et les 


remblais. 


De ta faculte des locomolives a ur de tirer de Pair de Valmosphöre et 
de le eomprimer pendant leurs courses; et de ses effets sur la moderation 
de la vitesse du Tran. 
41. 

Si en descendant des pentes assez roides pour que la gravile y produise 
une force propulsive plus forte que la resistance des wagons, la machine puise 
de l’air de l’atmosphere et le comprime dans un pelit bassin plac& sur la loco- 
motive. l'air progressivement condense dans ce bassin exercera une force tou- 
ijours eroissante sur les pistons des cylindres de propulsion; car ce ne sont pas 
alors les pistons qui poussent les wagons, mais au conlraire ce sont ceux-ci qui 
impriment aux pistons leur mouvement de va-el-vient. Donc l’air comprime 
dans le petit bassin r&agipa contre le mouvement du train et diminuera sa vi- 
tesse. On pent profiter de cette circonslance pour moderer arbifrairement la 
vitesse du train sur de forles pentes, par ex. au point que le train arrive au 
pied de la pente n’ait plus que la me@me vitesse quil avait au sommet; ou 
bien aussi on peul s’en servir pour moderer plus subitement encore la vitesse 
sur une penle plus faible. ou en montant des rampes. Pour ce dernier but, il n’y 
aura qu’a ltourner le robinet 4, ($. 33. E.). de sorte qu’au lieu de l’air com- 
prime Yair atınospherique puisse enirer dans les ceylindres, et a tourner en 
meme temps le robinet ##,. de maniere que l’air que les pistons chassent des 
evlindres ne soit pas conduit dans Fatmosphere, mais dans le pelit bassin con- 
denseur. Par celte seule manoeuvre des deux robineis, la force propulsive 
de la machine sera changde subitement en une force reagıssanle qui modc- 
rera Ires-puissamment la vitesse du train. On pourrait aussi faire faire les 
[onelions du bassin condenseur ä l’un des cylindres dont est compose le grand 
bassin. et si l’on choississait pour cela un des cylindres dans lesquels l’air 
comprime a encore sa plus forte tension, la force rcagissante de la machine 
produite par la. serait plus grande encore. Ce eylindre devrait alors eire plus 


fort et plus solide que les autres. 
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42. 

A. Pour evaluer ces ellets des locomolives a air, nous aurons ä chercher 
expression generale de la vitesse que le train conserve encore. quand la 
machine a reagi sur son mouvement de la maniere deerite, pendant un temps 
donne, ou sur une distance determinee parcourue par le train. De celte ex- 
pression qui contiendra necessairement celles du volume du bassin- condenseur 
el de la distance parcourue, on pourra lrouver ce volume et cette distance. si 
la vilesse est donnce. 

B. Le probleme est pour le caleul le m&me que celui ($. 33). ou 
la vitesse produite par la tension de l’air comprime pendant un parcours de- 


1. . 
I « r 


termine etait a chercher, seulement avec la difference que la tension de Yaiı 
dans le bassin-condenseur ne pousse pas ici les pistons, mais qu'il s’oppose 
a leur mouvement, de sorte que sa force a ici le sögne contraire. Done on 
a ici pour le premier tour de la manivelle la formule 
KR ern ei u), 

et cette formule prend ici la place de (199). La vitesse de l’extremite de la 
manivelle au commencement de sa premiere revolulion est v,, celle a la fin du 
tour est v,. X, est l’integrale X de pox prise pour 2 = 0 ou pour le 
point A (fig. 18), A, est la valeur de cette integrale pour le point D, et y 
est la pression de l’air sur les deux pistons de la machine. A et » changen! 
de valeur a chaque tour subsequent de la manivelle. 

C. La pression p sur les pistons n’est pas iei constante, comme dans 
le cas ci-dessus ($. 36): au contraire elle va toujours en wwugmentant, & 
mesure que peu a peu une plus grande masse d’air entre dans le bassin. De- 
signons par 

265.  B le volume du bassin - condenseur 
et soit 1--» atm. latension de l’air contenu dans ce bassin au depart du train. 
de sorte qu'il s’y trouve alors (1+-v)B met. cub. d’air atmospherique. A chacun 
des tours de la manivelle ou des roues de propulsion de la machine, chaque 
piston parcourt la distance 2%: par consequent les deux pistons font enirer 
44-1 f=n Jh met. cub. d’air dans le bassin pendant ur tour de la mani- 
velle, et mı.fA met. cub. d’air pendant »» tours. 

D. Si apres m tours, la manivelle poursuit encore son mouvement, el 
parcourt encore l'angle «, de sorle que l’extremite de l’une des deux mani- 
velles passe de A en M, et celle de l’autre de E en N (l’angle KZN est 
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suppose drosf): l’extremite S de l’une des deux bielles, et par consequent 
un des deux pisions, parcourra, comme il est facile de le voir, la distance 
269. u —= AP-+a(l— cosp,) = T+4—acosy, 
lautre piston la distance 
270. = ZO-+a(c08sp — C05SY5) —= Y-+4C0Sp — AC0Sy;. 
OU 1, Pa, 9, expriment les valeurs de l’angle g pour les points M, E ei N. 
Orona 


271. asinyg,=y, asin pre sing =NO—PZ=r—z, et par consequent 





272. 46089, —=yY(@— yY’), a005m = Y(a—r’), 40059, = y(@— (r—ır)?). 
donc on obtient en vertu de (269 et 270) 

I. m = 2ra— ya —y) et 

2. = y+Yl@— r)— yY(la— (r—x)). 

L’'un des deux pistons introduit 47 fu, Tautre In fu, met. cub. d’air 
dans le bassin DB; donc si les manivelles ont fait =» tours et parcouru apres 
encore l’angle «, la totalite de la masse d’air atmospherique introduit dans le 
bassin-condenseur est 

274. (A+r)B+- ma Pi Inf (u+W) = (1-+v)B-H4in S(Am,ı-+u, + u) 
E. Cette masse occupe le volume 3, donc sa tension est 
(i+rv)B+4ind?(dm)+u, +u,) 

b 
et comme la tension 1 de er resiste aux pistons, la tension effective 





sı 1? . 
= 1 79 - 7 Ami u U;). 


agissante sur les pistons est v + a -(dmıt u, - +%). Donc la pression p 


exercee sur l’aire 47.4° des deux pistons est 
PREREM n:d*o 
275. —- kei 7 PR u-%)+4rvndo 
sßB ! 
Or 
276: : p0e = 0A, 
done on obtient en vertu de (275, 276 et 273) 
BTr.: DE 


ag Fe m 
ua [Am +a+2—r(@—y?)+y+ Ya —r)—yYl@—r—e))]0r + vn Foo. 


Dans cette formule m est = 0 pour le premier tour de la manivelle, — 1 
pour le second etc. Il s’agit maintenant de l’integrale de la formule (277). 
F. a. L’integrale de (Ami --a-+-x2+ y(a—r’))dx dans (277) est 
278. = (4m +a+420+ Ya —r’))e. 
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b. Liintegrale de yöx dans (277) est l’aire du segment de cercle 
AMP, et par consöquent 


V(rı—.ır?) 





” — 1r—a)y—Ir’aresin — 3(r—-r) Y(@rr—r”). 


279. —=4r’arcsin 
5 


ec. Pour la differentielle Ya—y’)öx on a y’=?2re — .ır, et cela donne 





























.-: r Ir.) gm r ‚OY 
voy=(r— 2)08 = yY(r—y’)ör et öe—=-—— = —, donc on a 
4 se Au 
oo Mr V(a: y?) 
280. (“—y’)O2 = Yyöy u, 
h y\ y)t I0y Tor —y3) 
a?—y? 2 „._ r?2?— a? n (u? —r?)20: 
Supposant gs ==2%,on obtient a or mu et yoy= (2° IE 
ei par consequent 
20x 
\ a2 vr BR 
231. Ya — y’)ox —= (a r-W - 
et la fraction a droite @tant decomposee en quatre aulres: 
999 4ylar—y?)dox a 2202 ;p 2202 J 2203 2203 
Er a? — r? 3—1 1! @-1% 7341 T@+n: 
(?— 2)2? 03 | (2-+2) 2? 02 
z—1? ! +1)? 


Fesant s—1=3z, et 2+-1=2,, cela donne 


au, HE _(_ 11242), -1- +5); 
- 


a: —r? 2, '2 








done lintegrale de y(a— y’)oxr est 





N N 2 1 1 
= Ha—r)) 3 A —-—+legsı +42?» —— — log2;| ou bien 
1 en ir 
254. = 1 —r’ - ei! 
BE TUE Re | °x +1 


ni N 4 x N 
En y substituant la valeur Ye=%) de z, ou Yr—y’)=r—ı, on obtient 


q R V(a -?re+r?)— (Ir —ır) 
nein. ne 1 ee uk Eee Y(a? —2ra+x?)+(r—«) 





d. L’integrale de — Y(@ — (r— z)’)Ox dans (277) est laire du 
segment d’un cerele dont le rayon est —a, et l’absceisse, prise du centre, 
— r— r, done cette integrale est 





256. == + Lafare sin u +4(r— 2) Y(@ —(r—x))). 


a 
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e. La somme des expressions (278, 279, 285 et 286) est l’integrale 
de oA (277), done on a 








Pr. „ sı“ AcT | 9 // 2 2 
287. A= um Am, 10 + ac -+4x° + zy(a’—r‘) 
we 2 —.r?) f z) @rc— x’) 
+-4rarcsın — 4(r—r)] 
’ a n vVla—Rrr+2?)— (r—x) 
Yr—ır)y(@—2rc--2)— Ka’—r’)log \ .o 


° Yar—Arctx an 
Be 


he la‘ arc sin — 1 (7 r—rT) )} (a en (r—r)' )]-+  % 4v ıSox. 


l 


Cela donne pour 2=0, 








, 2 Nic r . a—r | .  . u . 
28385. A,= : ar — Aa —r)log -I@aresin ——-Iryla’—r 
— SE 4\4 NE | s.. r H4 Y\ ) ’ 
pour 2=Br, 
a ee Sam, ır + 2ar + r’+R2r yY(@—r?) -Ar’n— har 
ee | a } a - 
> O\ a+r 2) . ” / 7 n ) 
1/4” rt y ' | rg Q Inı//ar ”r , 7 Bi T 
— 1 —r")\loo —— — l1a’arcsin — — Iiry{a—r ] vaıdro 
A\ a3 2a aıyı\ ) + B 
done 
». KL [ga 2r’-{-ry(@—r) -+-Ar'n 
UV, Tee Ze RB m, r u ä dr - N Aw } \ 2 ‘LE 


a+r 


5 r r ) 
1 L(a’ —n log- m. — «darcsın |- vıdro, 





et en vertu de (267). 


nn 





= |Sm, ir + ar +-Rr’ +-ry(@—r’)-+-4r'n 


'R 2 
DL (dt, —td) ) m — 
291. 4y (v, v,) 


r ) 
— Ya’—r’)log ee — a’ arc sin — 7] — nZD—vadro. 


G. La valeur de »n, dans celte formule, est, comme il a ete dil, — 0 
pour le premier tour de la manivelle, —=1 pour le second etc.; mais toutes 
les autres quanlilös de l’expression ont les m&mes valeurs pour un tour quel- 
conque; done ce n’est que le premier terme ä droile dans (291) qui change 
de valeur pour les tours successifs. 


Supposons pour abreger 





st 2 d!6 > L ‘ a+r 2 7 
( übe Lira Ya—r)loe-— — aaresin I|—C 
292. —p [ar Ar +ry(a—-r’)-4r’n— 1a r)log- „ad arcsin -|=6, 


la formule (291) donnera 
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f 0 .2 2 | y 4 j 2 . 
1, 0 v,)= 0 — C— nZD— vnfro pour le premier tour 
a de la manivelle. 
U ») DEN An? A?iro ? 
a (%—v,)— —1: rn C — nZD— vafro pour son second tour. 
0 7 6) 2n? A?iro 2) 
a, (9% — An — nZD—vaSro pour son troisieme 
293. 3 tour, 
0,222 an? d?)ro 2 da 
1, (9 —d,)—= —): ra — aZD—vafro pour son qualrieme 
tour, 
0 arı z Ihr . 
1, Om v1) = — (m-1)— — Ü— nZD— vafro pour son m“ 
i lour. 
La somme de ces formules, A etant —=?r, est 
‘ b) 5) st a? J* 02 > 
294. 2) — — Im(m—1)# IT — mÜ— mıZD — Imvad1o. 
H. Soit 
u oz Y 5) b) Y ad r Y, . ” 
295. ar+?2r+ryla—r)--Arn—}4 (@—r’)logtt! — aaresin— = C, 
de sorte que 
n?:d*o 
2%. U = ———:c (29), 





4b 
l’expression (294) se change en 


ze O,..> Ne 2(m—1)2?+c 2 2.17% 
297. 1, (9 — Um) — m| TB S#o+-nZD-4ivnd ro]. 





Si est la distance parcourue par le train, pendant que les roues de 


propulsion font m tours, on a 

L 

298 L=mnD ee m=—;: 
zl) 


Cela etant substitue dans (297) donne 


2(L—- nD)A?-+cnD vd?) 
299. 2 W— vr) = L|#0 +24 el. 





I. Ici, comme on le voit, la longueur a de la bielle n'est pus ın- 
differente: elle influe sur la valeur de la quantite ce (295). 


; 
Dans le cas oü a est beaucoup plus grand que r, de sorte que — peut 


etre approximativement pose —0, l’expression de ce (295) se simplifie beaucoup. 
21* 
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Donnons a c la forme 











r? 14 y 
300. e=ar-2r- pary (1-2)4H1r7—4@(1-Z)log — — a’ arcsin—: 
a ? a 
a 
I+— 
On a lee — — 2(- ya - ) Cette serie multipliee par 4a’ (1-75) 
lat. ii a 3a !5a5s 
d 
ou plutöt par 4a‘, — ayant ele suppose —= 0, donne ar. , au 
g Ei 3a |! Ia° 


plutöt seulement ar, les autres termes etant zero, a cause de = -0; done le 


cinquieme terme A droite dans ce (300) et le premier se detruisent l’un l’autre. 


) . Pe. ” Fr . 7 . . . . .y. 

Puis on a sin — —, si — est Ires-pelit, done aussi le serzeme terme el 
. er u // r? “ ‚ . E} r E r 

le troisieme ary\1— 7); qui se reduit A ar, se detruisent egalement. Il 


ne reste done pour c que le second et le quatrieme terme; et on obtient 


301. c=?r-4rn = 4u(1-+ tn) 


7 


C'est ellectivement la valeur que e doit avoir dans le cas ou @ est beaucoup plus 





srand que vr. Car dans ce cas u, (273) est seulement —=x et w=y, donc p 

a n?d!o, Pe n?dto 

(275) est = - SE (Am, +x-+y) et 0X (277 )=5 Ami -ery)o ®. 

L’integrale de yor, Bi de 2=0 jusqua 2=?r, etant laire 4r’n du 
n?dto 


demi-cercle AMD, on obtient A, — X, = 
prend la valeur (301). 


y I s* 2 | 122 


La valeur reduite de e etant substituee dans (299), on obtient 


Q .. o (? L— Lat )aD)A | = ben 
9 EEE 4 :. 
302. 4g (VB, U — |. To 4 BD: +Z +- 


Comme dans ceite formule ($—4Inm)nD—= 3,5 D sera toujours 1 par 





rapport a la double distance 24 parcourue par le train, on pourra supprimer 
aussi cette quanlile, et alors l’expression (302) se reduit ä 


303. aueh) as L|Z- A — L|2+357° 2.(e el] 





2 BD: 2D 


K. La difference des valeurs de c, dans le cas ou l’on a egard ou 
non ä la longueur @ de la bielle est ordinairement peu sensible. Supposons, 
par exemple, une manivelle de 23,5 centim., la longueur de la bielle sera au 
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moins 1,41 met. Ces dimensions de r et de @ donnent 

304. cc = 0,197 suivant (295), et 

305. ec = 0,208 suivant (301). 
Donc ces valeurs de € ne different entre elles que d’un vengtieme environ, et 
la valeur reduite, peut fort bien prendre la place de l’autre; et cela encore ä 
plus forte raison, parceque erD en (299) lui-meme est peu considerable envers 
2(L— aD)», de sorle que l’expression reduite (303), est assez exacte pour 
la pratique. 


L. Si l’on substitue encore dans (303) l’expression de Z, savoir 
306. Z== Q(n-tangP) (103), 
ou il faut donner a tang/? la valeur qu’il a, a l’endroit ou le bassin-conden- 


seur doit agir, la formule (299) donne 


307. OBD’ [v’—v,—Ag(n+ ang) L]J—2L.Fog| (L- aD) #- jerD-- 72] 


et la formule reduite (303) donne 
308. QBD’ [vo —v,— A4yL(n--tangP)] = 2yLPfıo[LP4--vBD|. 


M. Voila l’equation cherchee entre la vitesse du train, le volume B 
du bassin-condenseur, et la distance Z parcourue par le train dans le temps 
ou la vilesse v, que le train avait a son depart, est r@duite par le bassin a v,,. 
On pourra donc trouver par l’equation (307), ou par celle (308), une des 
trois quanlites v„, D et L si les deux aulres sont donnees, et suivant (A.), 
on y employera l’equation reduite (308). Cela donne 


a. Si Bet L sont donnes: 


n 142?) Bi 2) 4 
309. v. = uw —4gL(n-+tangP) — — 2 Ben 





b. Sı Let v, sont donnes 
‘ 2gL? A120 
DIDO (v! — 0, —4gyL(n+tangf)—2yLA?ivo] 
Si l’on veut que v, soit egal ä v,, on obtient 

LA 06 
— Di2(n-+tang$)DO-+4? vo] 





31. B= 





Si l’on veut que v„ soit =0, on a 
2yL? 42206 





312. B= DO —AgLmFungß) 2gLAo) 
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c. Si Bet v,„ sont donnes on obtient 





313. L=— B |0Dn- -tang P)+4fivo 
/ 2 O4* 126 
+] (OD n +tangP)--4I°Avo) (u — vr) —— 2yB 2 —°)] 

Cela donne 

2BD 
314. L=— [OD (n-+-tang sß)+4f4vo] pour v„=v,, et 

D 

315. L=- u... |0Da-+ tang P) +4 five 


. / f > 9 2 04: )6 
- 9 I - / de - > A} — 
+] ((0D(n tangP) If hvo)-+v- ErT | pour u. =—0. 
N. La tension effeclive s, ä laquelle l’air est comprime dans le bassin- 
condenseur apres m tours des manivelles, est suivant (Ü. et D.) 


316 $ — mai, _ ua L © en L4°) | 
tn FE" SEAN De led Pre 


En subslituant dans celle expression celle de 3 (310), on obtient 














Ze DO |r;— vn —4g L(n-+tang P)] 
old. .- . y . 
2yd” ko 
el cela donne 
EZ | 2 DO (n-+tang Pf) 
318. s=— gr pour v,.=v, el 
DO |v!—4gyL(n-+tang f)] 
x 4 2 == au u = A A 
31 s PPIWEL, pour 9. =0 


0. Cherchons la grandeur 3 d’un bassin-condenseur capable de mo- 
derer la vitesse d’un train du poids de 92770 kilogr. descendant d’une pente 
de lang = —V,ÖI et lire par une locomolive a air dont les cylindres ont 
4 — 31,3 centim. de diametre et 4 = 50,2 centim. de longueur, de sorte, 
ywayant parcouru une distance de 628 met., la vitesse v„ au p2ed de cette rampe 
soit egale a celle v, au sommet, la formule (311), en posant »—0, donne 

320.  B == 3,66 met. cub. 
ei suivant (318) Fair dans le bassin-condenseur sera comprime par cela ä 
921. s — 4,5 almospheres. 

P. Comme il a et& remarque ci-dessus, le bassin-condenseur peut 
eire employe aussi A delruire tout-a-fait la vitesse du train. 

Supposons qu’un train du poids de 92770 kilogr. roule sur une voie 
horizontale avec la vilesse de 83,37 met. par seconde, et que celte vitesse 
doive etre detruite a une distance 4 de 31,3 met., et au moyen d’un bassin- 
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condenseur, dans lequel l’air est deja comprime a v»— 10 atmospheres, la 

locomotive ayant les dimensions supposees ci-dessus, la formule (312) donne 
322. DB = 0,0124 met. cub. 

pour le volume que doit avoir ce bassin, et l’air y sera comprime suivant (319) & 
323. s —= 82,3 atmospheres. 

Cela, evidemment impraticable, devient praticable. si l’on donne a la 
machine des cylindres de plus grandes dimensions, ou si l’on admet, que l’effet 
demande ne soit produit que sur une plus grande distance du trajet. Par ex. 
si cette distance est de 94 met., les formules donnent 0,16 met. cub. pour B 
et 25,4 atm. ponr s, ce qui est deja pralicable. 

Donc, si sur une locomotive ä air, on place un pelit bassin- condenseur 
Ires-solide, on peut s’en servir pour arreter un train a une distance non pas 
trop considerable; et alors, au lieu de consommer par cette manoeuvre de l'air 
comprime, on en gagne. Seulement dans les cas oü le train doit etre arröte 
subitement, il faut se servir des moyens d’enrayement ordinaires. 


(La suite au cahier prochain.) 











164 1ö. €. 6. J. Jacobi, über Zerlegung der Zahlen. 


15. 
Beweis des Satzes, dafs jede nicht fünfeckige Zahl 


eben so oft ın eine gerade als ungerade Anzahl 
verschiedener Zahlen zerlegt werden kann. 


(Von Herrn Professor Dr. ©. G. J. Jacobi zu Berlin.) 





W en man eine ganze positive Zahl P auf alle mögliche Arten aus andren, 

von einander verschiednen, ganzen positiven Zahlen durch Addition zusammen- 

setzt, so wird die Anzahl dieser Zusammensetzungen der Coöfficient von g” 

in der Entwicklung des unendlichen Products 
A+dA+NMadHMAtN.... 

Darf bei den Zusammensetzungen dieselbe Zahl wiederholt angewandt werden, 

so wird ihre Anzahl der Coöfficient von q” in der Entwicklung des Bruchs 


1 
d—- yd—gq)A—g’)A—gq*)....’ 





1 1 
wie man sogleich sieht, wenn man jeden Factor eg per etc. besonders 





entwickelt, und die erhaltnen Reihen mit einander multiplicirt. Die letztere 
Betrachtung veranlafste Kuler, den Nenner dieses Bruchs durch wirkliche Aus- 
führung der Multiplication zu bilden, und er entdeckte, dafs in dem erhaltnen 
Producte nur solche Potenzen von g übrig bleiben, deren Exponenten die in 
der Formel 4(3?2+2) enthaltnen, sogenannten fünfeckigen Zahlen sind: dafs 
sich ferner die Coöfficienten dieser Potenzen immer auf die Einheit redueiren. 
und zwar auf die positive, wenn 2 gerade, auf die negative, wenn ? ungerade 
ist. Man findet diese merkwürdige Induction in dem 16ten Capitel des 4ten 
Theiles seiner Introductio in Analysın Infinitorum, welches von der Thei- 
lung der Zahlen handelt, und mit wenigen Abänderungen und Auslassungen aus 
einer Abhandlung gleichen Inhaltes entnommen ist, welche Euler im 3ten Bande 
der Neuen Petersb. Comm. für die Jahre 1750 und 51 (S.155 ff.) publicirt hat. 
Er hatte aber diese glückliche Bemerkung bereits im J. 1740 gemacht, wie 
aus einem von Urn. Staatsrath von Fw/s publieirten Briefe Daniel Bernoullis 
vom 28. Jan. 1741 erhellt *). Kuler erlangte hiedurch für die Entiwicklungs- 


— ——— 


*) Correspondance Mathematique et Physique de quelques celebres Geometres 
du 17°°”° siecle t. II pg. 467. „Das problema de combinundis numeris datam sum- 
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co@flicienten des obigen Bruchs eine einfache Reecursionsscale, und indem er 
das unendliche Product und die ihr gleiche Reihe logarithmisch differentiirte. 
später auch eine ähnliche Recursionsscale für die Faclorensumme der auf einan- 
der folgenden natürlichen Zahlen. S. die Abhandlung „Observatio de Summis 
Divisorum” im 5'" Bande der Neuen Comm. für die Jahre 1754 und 55 
8.59 —74. Aber diese Anwendungen mufsten gegen den Umstand ganz un- 
bedeutend erscheinen, dafs hier zum ersten Male in der Analysis eine Ent- 
wicklung auftrat, in welcher die Exponenten eine arithmetische Reihe zweiter 
Ordnung bilden. Einen einfachen Beweis des von ihm durch Induction ge- 
fundnen Resultats gab Euler bereits in dem zuletzt genannten Bande der 
Neuen Comm., in einer Abhandlung Demonstratio Theorematis Circa Or- 
dınem in Summis Divisorum Observatum (8.75 — 83). Derselbe Beweis 
wurde von ihm 25 Jahre später, wenige Jahre vor seinem Tode. in dem 
T" Theile des #£°" Bandes der Acta der Petersb. Ak. für das Jahr 1780 
in der Abhandlung Evolutio produeti infint: 1—x)1—.ı") 1— x’) (1 —.ır*).... 
ın seriem simplicem etwas modilieirt, so wie er auch in demselben Bande in 
der Abhandlung De mirabilibus proprietatibus Numerorum Pentagonalium 
die Anwendung auf die rücklaufende Bildung der Faclorensummen wiederholt 
hat. In den Phelosophical Transactions vom Jahr 1788 (5.388 — 394) 
hat Eduard Waring in der Abh. „Some Properties of the Sum of the Di- 
visors of Numbres” diese letztre Arbeit Kulers wiedergegeben, ohne eiwas 
hinzuzufügen und ohne den Kulerschen Beweis des Entwicklungsgesetzes des 
unendlichen Productes mitzutheilen. Von diesem Beweise findet man nur in dem 
Wörterbuche des gelehrten Klügel unter dem Artikel Pentagonalzahlen Er- 
wähnung gethan, bis ich im J. 1529 in meinen Fundamentis Novis Theoriue 
Functionum Eillipticarum wieder auf denselben aufmerksam gemacht habe. 
Die dort bewiesnen Theoreme geben Entwicklungen unendlicher Producte in 
Reihen, in denen die Exponenten eine beliebige Reihe zweiter Ordnung bilden. 





mam efjieientibus ist in casibus particularibus gar leicht: einige Circumstanzen machen, 
dafs man die regulam generalem nicht siehel, doch aber kann man die methodum ge- 
neralem anzeigen. Den ealeulum von Ihrem Exempel de nımero 50 in 7 partes di- 
videudo habe ich nicht gemacht, solches aber meinem Velter Nicolas Bernoulli gegeben, 
welcher eben die Zahl gefunden, die Ew. herausgebracht. Das andre problema, trans- 


| l 1 \ 1 | 1 ae 
form «ne ELPrFESSLONEM 1 Be Pen 1 —. a 1 EBENE n3 .... IN seriem 1 a + En + = 
n } - 


n H n?’ ' n3' mn? 
1 1 





„+ ete. kommt auch leicht per enduetionem heraus, wenn man viele factores 


n\ 2 n! 6) 
von der gropostla expresstone aeltu mullipliciret.” 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 2. 22 
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Setzt man nämlich in den in den Fiundamentis gegebnen Formeln y” stalt y 
und 2=+g”, so erhält man die Gleichungen, 


4 a! (1—g" Lımn\ )1—g” )\ 141g" 14 vr) A— es a BP nütmi 
—n 
| I 1 | 3 4n\ x 4 
/ | n—m\/- | nt m 1 InN\/ +3 n—mM\/ 3n m 273 tn be nii mi 
1-2 )A1-+- N) —y")A1tgE)d- u I a a PP = 
deren erste für n—=3, m=4 die Eulersche Formel giebt. Gau | hat im 


I" Bande der Götlinger Commentarien für die Jahre 1808 — 11 in seiner 
Abhandlung Summatto Serierum quarundam singularium zuerst wieder nach 
Fsuler das Beispiel einer ähnlichen Entwicklung eines unendlichen Productes 
gegeben, welches der zweiten der beiden vorstehenden allgemeinen Formeln 
für die Werne ma—=}, n==} entspricht. Ob er das Kulersche Resultat ge- 
kannt hat, läfst sich aus seiner Arbeit nicht ersehen. Jegendre hat in der 
dritten Ausgabe seiner Theorie des Nombres Th. II. S. 128 einen Beweis 
der Eulerschen Formel gegeben, der von dem Kulerschen Beweise verschie- 
den ist. Da er bei dieser EFRERINE nur der ersten Arbeiten Kulers über 
diesen Gegenstand in der Introductio und dem Bande Ill. der Now Com- 
mentarıı Erwähnung thut, wo das Resultat durch Induction gefunden wird, 
scheint Jegendre den Beweis, den später Kuler selbst gegeben hat, nicht 
oekannt zu haben. 

Obeleich ich in den Frundamentis Novis zwei einfache Beweise der 
allgemeinen Formeln mitgetheilt habe, und insbesondere der zweite dieser Be- 
weise einen ganz elementaren Character hat, so scheint es mir doch nicht ohne 
Interesse, auf jenen schönen Fulerschen, den Mathematikern fast unbekannt 
sebliebnen Beweis der speciellen Formel zurückzukommen. Ich werde daher 
im Folgenden den EKulerschen Beweis seinem wesentlichen Gedankengange 
nach reprodueiren, den Resultaten aber dadurch eine gröfsere Allgemeinheit 
oeben, dafs ich die von Kuler gebrauchte Methode auf begränzte Producte 
anwende. Ich werde ferner hiebei der Kulerschen Formel den correspon- 
direnden Satz über die Theilung der Zahlen substituiren, und diesen Satz selbst 
ohne Vermiltllung von unendlichen Producten oder Reihen beweisen. 


Aus der Eulerschen Formel folgt nämlich der nachstehende Satz, aus 
welchem sie selbst wieder eine unmittelbare Folge ist: 
Jede Zahl, welche nicht die Form 1{3??+:) hat, kann eben so oft in 
eine gerade als in eine ungerade Menge andrer von einander verschiedner 
Zahlen zerlegt werden; Zahlen von der Form 4(3?2 +2) aber können in 
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eine gerade Menge einmal mehr oder weniger als in eine ungerade zer- 

legt werden, und zwar das eine oder das andre, je nachdem 2 gerade 

oder ungerade ist. 
Diesen aus der Eulerschen Formel sich ergebenden Salz bemerkt auch Legendre 
am angeführten Orte. Es wird dadurch eine elementare Operalion, das Ab- 
zählen, wie oft eine Zahl aus einer geraden oder ungeraden Menge andrer 
von einander verschiedner durch Addition zusammengesetzt werden kann, in 
eine Beziehung zu der Dreitheilung der elliptischen Integrale geselzt, welcher 
die Eulersche Formel in der Theorie der elliplischen Funclionen entspricht. 
Ich wende mich jetzt zu dem Beweise selbst. 

Wenn man eine Grölse P auf alle mögliche Arten aus andern, welche 
unter sich und von Null verschieden sind, und aus der Zahl gegebner Ele- 
mente @, 5, y etc. genommen werden sollen, durch Addition zusammensetzt. 
ohne dabei ein Element wiederholt anzuwenden, so will ich den Überschufs 
der Anzahl derjenigen Zusammensetzungen, in welchen die Zahl der ange- 
wandten Elemente gerade ist, über die Anzahl derjenigen, in welchen diese 
Zahl ungerade ist, durch 

gr Ar 
bezeichnen, wobei ich unter Überschufs sowohl eine positive als eine negative 
Gröfse verstehen werde. Wenn die gegebnen Elemente «, 5, y etc. alle positiv 
sind, so kann der Werth von P nicht kleiner als das kleinste derselben und 
nicht gröfser als die Summe aller sein, widrigenfalls die Gröfse (P, «, P,y; .... 
verschwindet. Die Ordnung, in welcher die Elemente «, ? ele. geschrieben 
werden, ist, wie man sieht, gleichgültig. 

Um den nachfolgenden Sätzen eine allgemeine Gültigkeit zu geben, will 
ich ferner festsetzen, dals für P=0 das Zeichen (P, «, P,y,....) den an- 
ebnen Überschufs noch um 1 vermehrt bedeute, und dafs die Gröfse 


IS 


eg 
P, «,P,y,....) verschwinde, so wie eines der Elemente «@, £ etc. —=0 wird. 


Fr 


Wenn man den im Vorigen bezeichneten Überschufs nur in Bezug aul 
diejenigen Zusammensetzungen von P betrachtet, in welchen das Element « 
nicht vorkommt, so wird dieser Theil desselben (P, P, y, ....). Jeder Zu- 
sammensetzung ferner, in welcher & unter den Elementen vorkommt, entspricht 
eine andre von P—« aus den übrigen gegebnen Elementen. Aber da die 
Anzahl der Elemente, die bei der Zusammensetzung verwendet werden, um 
eines geringer geworden ist, ist zugleich aus einer geraden immer eine ungerade. 


aus einer ungeraden eine gerade Anzahl geworden. Es wird daher der andre 


22 * 
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Theil des Überschusses, welcher sich auf die Zusammensetzungen von P be- 
zieht, bei welchen das Element « coneurrirt, durch — (P—a,P,y,....) aus- 
vedrückt. Hieraus folgt die Formel 

.BEAETETEPB T ETSEAEETNN 
welche, wie man sich leicht überzeugt, unter den festgesetzten Bestimmungen 
auch auf diejenigen Fälle ausgedehnt werden kann, in welchen P oder P— « 
oder eines der Elemente «, P etc. verschwindet. 

Für ein Element « wird in Folge der gegebnen Definitionen (P, «)=0, 1 
oder — 1, je nachdem P von « und OÖ verschieden, = 0 oder —=« isl; es 
wird ferner (P,@«)—=0, wenn P=«=—0. Wenn man daher mit 

[N] 
eine Gröfse bezeichnet, welche —1 ist, wenn N verschwindet, und — 0 
ist, wenn N von O verschieden ist, so wird in allen Fällen 
1. (Pe) = [P]J—-[P-—e]. 
Auf den Formeln I. und II. beruht die ganze nachstehende Untersuchung. 


Ich betrachte das Aggregat 


(du, a)--(b,,a, d,) u: (b,. d, Ad,» Br +(6,.—18, Uyere. ii, 
in welchem die Elemente a, a,, .... 4„_, eine beliebige arilhmetische Reihe 
und die Zahlen b,, bi, .... db„_ı eine arithmelische Reihe nit der Difje- 


renz — a bilden. Dieses Aggregat verwandelt sich mittelst I. in folgendes: 


II. (&,,@)-+- (bi, 0,)-+ (d2, 01, @) -4 (03, 415 02, 5) ....4+ (Dn-ıs dis day... Au.) 
—(b,,a) —(b5,0,0) ....— (Öu-ız dis day... duo) 
—(Omy Ay lay er. Amı). 
In diesem Ausdruck reducire man je zwei unter einander stehende Terme mit- 
telst der aus 1. folgenden Formel 
(P, a,,9,... a) —(P,a,0,....4) = —(P—- a1, W335 ....)). 


Wenn man 
= bh —Myı 


selzt, und die aus II. sich ergebende Gleichung 
(bu, a) - | (b,, 4) = [d,] — [eu] 
zu Hülfe ruft, so erhält man hiedurch 
IV. (d,)+(b,a,0)+(5,0,45@)....+ (Om, lylıyı..: Ama) 
— [d,]—-[o]— (0, 8; @, ..-- 4m_ı) 
— (61,4) + (0,43) (6, 41, 2, @5) »... 4 (Om-23 @13 A222 Uman)}. 


Da 6,1 — 5; = — 4— 4A, 4,1 = —a,, So bilden die Gröfsen c,, c,, €, etc. 
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eine arithmetische Reihe mit der constanten Differenz a,. Bestimmt man nach 
und nach die k—1 Gröfsen d;, e;. .... x; durch die ähnlichen Gleichungen .. 
d=0n—4,1; e = dıı— 4; f;= @;4ı 4; 115 etc. , 3; = Yizı ÜUirıs 


so werden die Gröfsen d;, e;, f;, .... Y;, 3; arithmetische Reihen bilden, welche 
respective die Gröfsen — a, —A4;, .... —d_ı, —a, zu ihrer constanien 

Differenz haben. Setzt man 
b,a) + (bi, a, a) + (b,, a, 5) ....— (Oa-ız 45 Arslları... Ay) A,- 
3, )-+ (&3 05%) + (03, 015 5 05) 2... (Omas iz day day... Am) = Ar: 
(d,0)+(d, 0,0) (d,, %,43,@) ....+ (du_35 @25 35 Ayy 2... Ans) = A;. 
Yıaıs ri) (Yrs Ar, Ay) + (Yarıs Spar o pp ara) +7 (Ym-ar bin Arge + Um-h) 
A,. 


so wird durch IV. das Aggregat A, auf A, zurückgeführt. Da aber die Aggre- 
gate A,, A,, .... A, alle auf dieselbe Art gebildet sind, so kann man durch 
analoge Formeln A, auf A,, A, auf A, etc. zurückführen. Wenn man nämlich 
nach und nach e und d für 5 und e, d und e für e und d u. s. f., ferner 
immer m— 2 für m setzt, und jedesmal alle Indices um ı vergröfsert, so giebt 
die Formel IV. das folgende System Gleichungen: 

4,—-4 = [&]—- [o]— (b., a, @,.... 4.n). 


4,4; = [a] —-[d]I-— (c._,, %, @&,.... @u2), 


Ze 
A, 4- A, Bu [ed] — [e] POIEe: (du: d;.» 4; Er 27 


. 


\ 


A, dA, = [212] — [yi-]— (2-42; Ak, Aka... Am-itı,- 
Wenn man in der 2”, 4'* etc. Gleichung alle Zeichen ändert. und dann 
sämmtliche Gleichungen addirt, so erhält man hieraus 
V. 4A-+(—1)A, 
— ,J—[al+l%]--.- + Ns] 
-[&]+[4]-[e]--- -— Dr] 
— (Day yl2y.... Ami) + (Om_ız 25 Ray er. Amar) — er 
(1) 2._1423 17. Amir) 
Da im letzten Aggregat mit jedem folgenden Term sich die Zahl der Elemente um 
zwei verringert, so ist der gröfste Werth, welchen 4 annehmen kann, je nach- 
dem m gerade oder ungerade ist, k—=4m oder k=!(m--1). Für den 


ersten Werth von k reducirt sich der oben für A, gegebne Ausdruck auf 


(Yızıs %ı) -1- (Yıydı-ı, a) = (Yı-ıy &%-ı) + (Yıs a) — (Yırıs &) 


— [Yı-ıl TH] — Yırı, @%) 
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oder auf 
1... — =: 4y im) — EZ En (Yım+ız Um)s 
[ür den zweiten W erth von Ak wird derselbe 
Am) ® —(y Km-—1) 9 Amy) = = = [y; (m „)—- [2 m-3) ]- 
Man erhält daher aus V., wenn man dem Index A seinen gröfsten Werth giebt, 


v1. (d5,4)+ (d1,4,0) + (&,4,4,@)....+ (On, @, rn... Ann) 
nn na A FB d,, d; “a... Ani) - (Cm —1) (4; , (d;. .. @..,) u eic.. 


wo man den Ausdruck rechts bis 
(—1)?" (Yımzıs 4m) 
oder bis 
(er, (Lym+3)3 dm) 3 Aum+1)) 


fortsetzen mufs, je nachdem 2” gerade oder ungerade ist. Es wird ferner 


VI. 4= [5&]-[&]-[e]+l4]+ [&]-[e]— ete.. 


elchen Ausdruck man, je nachdem m gerade oder ungerade, bis 


(—1) a 1] + (—1)” [2, u 


(—1} u TERERN u (17 er; [2 ym-3] 
lorlzuselzen hat, zn welchem letztern Ausdruck das zweite Glied dadurch 
von dem allgemeinen Bildungsgesetze abweicht, dafs sein Index um 1 ver- 
ringert ist. Da zufolge der oben gegebnen Definition [N] ==1 oder 0, je 
nachdem N — 0 oder von O verschieden ist, so wird ./ im Allgemeinen nur O0 


oder bis 


oder +1 werden. 
Die Gröfsen b,. c„_,. d„_ etc. in VI. bilden eine arithmetische Reihe 
zweiter Ordnung, deren erste Differenzreihe — «„, —4,_ı, —4„_. elc. ist. Die 


Grölsen du. €, das E52»... Yı-ı und &,, dı, &, .... 2j_, in VII. bilden ebenfalls 
arithmelische Reihen zweiter Ordnung, deren erste Differenzreihen respective 
— (+20), — (+23), .... —(a+ 2a). 

u (2a, La); — (2a, +45), .... — (?a_-+ 0) 

sind. von denen man die erstre auch so darstellen kann 
— (a+2a), —(a-20),;, —@+20), .... — (a. -+2a,_,). 
wo immer k— Im oder 4(m--1). Selzt man 
ss; —=M+G-+G....+4;; 


so werden diese beiden Reihen zweiter Ordnung, 


b.. b,—2s, “ b,— S —?25,. b,— Sn 





28; . “Tr b, Tl sı_. —2s;_, . 


b, I e b,— 25, — 5: » b,—2s:— ru .... 1 —RS:.2— Sıı= b,—2s, ul /T 
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Die in diesen beiden Reihen enthaltnen Gröfsen machen alle aus, welche in den 
Ausdruck VII. von 4 eingehen, wenn man noch für den Fall eines ungera- 
den m zu dem letzten Terme der zweiten Reihe a, addirt, wodurch er sich in 
b, — 3541 

verwandelt. Wenn keine dieser Gröfsen verschwindet, verschwindet 1; 
wenn aber eine dieser Gröfsen verschwindet, wird A abwechselnd -- | 
und —1; ist nämlich b, = 8;_1+ 25; oder b, = 2s;_,-s;, so wird der 
Werth von 4 durch (—1)' bestimmt. 


In dem besondern Falle, wenn zwe? von den angegebnen Grölsen ver- 





schwinden, hat man auf jede derselben die vorstehende Regel anzuwenden. 
und erhält dann für ./ einen der drei Werthe 0, +2, —2. 

Da man nach dem Vorigen die Gröfse 4 als gegeben ansehn kann, so 
redueirt sich durch die Formel VI. das vorgelegte Aggregat auf ein andres. 
das nur aus der Aalben Zahl Terme besteht. Sind die Gröfsen a, «,. «a, etc. 
alle posiliv, so bilden die Gröfsen db, ©„_ı, d„_, ete. eine abnehmende Reihe, 
da alle Glieder ihrer ersten Differenzreihe —a„, — 4,_, —4„_, elc. ne- 
oaliv sind. In diesem Falle bietet daher die Formel VI. noch dadurch eine 
andre Reduclion des vorgelegten Aggregates dar, dafs die kleineren Elemente. 
welche die gröfste Zahl der Zusammensetzungen hervorbringen, allmälig fort- 
fallen, und die durch Addition der gegebnen Elemente zu bildenden Zahlen 
selber kleiner werden. Wenn man aber noch aufserdem die Zahl m so 
srofs annimmt, dafs 5, = b),— ma kleiner als das kleinste der Elemente 
Ay Abs 2... Ayo, Wird, in welchem Falle « fortior: auch die Gröfsen c„_ı; 
d„_, etc. kleiner als diese Elemente werden, so verschwinden in VI. alle 
Terme des Aggregates rechts vom Gleichheitszeichen, und der vorgelegte 
Ausdruck redueirt sich lediglich auf die Gröfse #. Nimmt man noch an, dafs 
die Elemente a, a,, @ etc. eine wachsende Reihe bilden, so hat man den 
folgenden Satz: 


Es seien d, und @ positive Gröfsen, »na ein die Gröfse d, übertreflendes 
Vielfache von a; es sei d,, d,,. Ö, etc. eine abnehmende arithmetische 
Reihe mit der constanten Differenz —«a und @, a,, a, etc. eine beliebige 
wachsende arithmetische Reihe; ferner sei 


= Hm +G.... +4: 
so wird das Aggregat 
(bo, a)--(b,. U, a,)-+ (b2, 4, dı,Q;) ....+(0n-1> 0; By: 2: Amai) 
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verschwinden. aufser wenn 5, einer der Gröfsen 
Ss +2s; oder 2s_, +8; 

gleich wird, und in diesem Falle den Werth (—1)‘ erhalten. 
Da nach der gemachten Vorausselzung db, <(m—1)a, s; > a ist, so kann Ö, 
nur die Werthe von solchen Gröfsen s;_, —- 2s;. 2s;_, —s; annehmen, welche 
unter den oben angegebnen enthalten sind. Es gilt also der vorstehende Satz 
ohne eine Beschränkung für die Werthe von 2. Man braucht ferner den einen 
nicht in der allgemeinen Form enthaltnen Werth 3s,„_ı, nicht in Betracht zu 
ziehen. da ihn 5, nicht erreichen kann. 

Für @«==0 verschwindet das vorgelegle Aggregat. Selzt man für die- 

sen Fall in > Ara v1. 


-u,=b,=P, t„-ı=P,. d,_.=P.,, etc.. 
und «; = was der Pe keinen Eintrag thut, so bilden P, P,. P, elc. 
eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung, deren erste Differenzreihe — m, 
m I. —m-+2 etc. ist. so dals allgemein 


\ıll P;.= P-ım Arge — P—- 1 2m—i-1 


wird. Es wird ferner s_,==42@—1), s; = 42(@-+-1) und 

b— 25 — 5 = Pt: —1), 5, —sı—?2s = P— 43:1). 
Die Formel VI. redueirt sich daher für diese besondre Annahme auf 
I. ee ah n—1) — (P,,2,3, ....n—2) + (P,,3,4,....n—3) —....—=4, 


wo der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen, je nachdem »=» gerade oder 
unverade ist. bis 
("2 (PP, my, 4m) oder (— 19 CP, ma; 4 m—1), 4ın-1)). 
d.h. bis 
1 9 (P—ım—2)(3m--4), im) oder 
(1)? (P—ı1 n—3) (dm +5), 4(a—1),4(m--1)) 

fortzusetzen ist. und wenn P eine der Zahlen 4 (3ati) bis Im(3m —2) oder 
!mn--1)(3m—1) ?st, I—=(—1), wenn P den Werth $!(mm—1) annimmt, 
/—(— 1)", und endlich, wenn P keine dieser Eh ist, A—O wird. 


Wenn P=_m—1. so werden P,. P, etc. negativ. und es reducirt 
sich daher der erste Theil der Gleichung IX. auf seinen ersten Term. Da fer- 
ner die Zusammensetzungen von P=m—J1 aus den Zahlen 1,2,.... m —1 
alle möglichen Zusammenseizungen von P aus ganzen positiven Zahlen sind. 


so erhält man aus IX.. wenn man P=m—1 setzt, den zu beweisenden Satz: 
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Der Überschufs der Anzahl der Zusammensetzungen einer Zahl P aus 
einer geraden Zahl über die Anzahl Zusammensetzungen ihrer aus einer 
ungeraden Zahl ee: Ye positiver Zahlen, ist, wenn P eine 
fünfeckige Zahl 4(3ö2+2) ist, —= (—1)' und verschwindet für alle übri- 
gen Werthe von P 


Es sind nämlich alle Werthe 4(322 +2). welche P=_ m—1 annehmen kann, 


in den Werthen bis 4(3mm — 2m) oder 1 (m —1)(3m —1) enthalten. und den 
besondern Werth $(m —1)(m--1) kann eine Zahl, welche — m —1 ist, nicht 
annehmen. 


So wie der vorstehende Satz der Kulerschen Formel 
. ddl NA NA—gN).... = I(- 1)’ gteütd 


entspricht, so entsprechen auch die andern im Vorigen gefundnen Sätze ana- 
Iytischen Formeln. Setzt man die constante Differenz der Reihe «a, a,, @, etc. 
der Einheit gleich, ferner 


und 


a) = A129) 2l1—2)1g)+- Fl) g)i—g2).. 
+z"1(1—2)(1—g2).....(1—g”""'2), 


so entspricht der Salz IV. der Formel 
1 m) 1ge— Feng) 2" 142) 1-42) ....(1g"2) 


Dem Satze VI. SRIEDFECHEN: je nachdem »» gerade oder ungerade ist, die Formeln 





Am-1 


X. ad. Fin ( 3, — = 1 1 3(- 1)’ it) gi IE = ( igeirn; „si 


wu 


= 2 (— 1)‘ g 1/(2m-i-1) zrti 1— er 42)... (1g"!2), 
j 1. 13) „ii . \i „AGÜ+i) „Bi 
XLb. IE 1)g er 1 Ce I bei 


4(m-3) + (—1)"tD nn 11) 
3(m- | | 
Ned gHr)d—gR2)...dg"z 

0 


Setzt man in Xll.a. m=?n, z=r", gr, so verschwindet die zweite 
Horizontalreihe, da jedes der unter dem Summenzeichen enthaltnen Producte 
den verschwindenden Factor 1—g!”% enthält. Die Formel XII.a. verwandelt 
sich daher für diese Annahme in die folgende: 
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a. dr Hr 
rt d—r")1—r") a 


n n-1 
I1LXT. gymeajanıı) ih: 2 (— 1) re -3i—1) 
Wr ee 


1 
„n—1 3n—?2 |! Sn—5 | 6n—7 „Sn—12 | u(3nn—n) 
| -ö u I g5n en Be — 1... (— 1)” nr” ') 


l 


Dieselbe Formel erhält man auch aus XII. d., sowohl wenn man m —=2n—1. 
als wenn man m—=*?n--1 setzt. 


Setzt man immer 3—=r", 9=r"', so bleibt, wenn nur n<m ge- 
nommen wird. der Werth von f„(2z) derselbe, wie in der vorstehenden 
Formel XIll.. 


ge ; M r"(1 . r)\1—r").. .+ ie — gi )1—r”"') art (1—r). 


Es mufs daher auch die rechte Seite in All. «. und d., wenn man darin z==r', 


y=r-' setzt. für alle Werthe von m, welche —>n sind, denselben Werth 


- 


behalten. 
Für z<1 und n=x erhält man aus XII. die Formel 
XIV. 1 EIERN VEREINE —- ete. in inf. 
Ir — g’z’ 7 + a g’z’- etc. in inf. 
= 14 F-NgP SH 4 ZN 
Setzt man in XI. zuerst s=—=1 und dann m ==, so erhält man die Kuler- 


sche Formel \. 


Ich will bei dieser Gelegenheit die beiden Formeln beweisen, welche 
ich in meinen Fundamentis 5. 186 9), 10) ohne Beweis mitgetheilt habe. 























Es sei 
ua  qil—3?) | „A—z)d—g?z?) q° 1—z?)(1—q?2?)1—gq* 2?) £ 
ie IQ 7 Ta—g)d—g®) (1—g2)1—q°)1—g°) | 
3(, _ 14-2) , PA) _ PU—H)A- gr) gt), 1 
q\ eg IR) d—g:)A—gH)d—gd) TO V 
Da 
I" 3 __ AtHfta)i—g2) 
1— g’rt? q gg 1 gr ’ 
et grdihg®e), 


so kann man die Function g(z) noch auf folgende beide Arten darstellen, 
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I+2)1—'2) , MA— 2) It’) I— 2) 
WERE Tun... n; I q q q 
p(z) 1 1— 2 4 1—1:)1—gq*) 
_ PA I- EA DÄ- 2) 
Bu u (A 1 


= WERE u.» EEE EL )A—q?2?)(1+gq*2) 
| u 1—gq (d—q? )( a ) 


_ PÄ-Z)A- Pr) — 3) +g°2 
(1—q?)( 1— +) 1— q®) 


p(2) = (1-+z)y(gz2) 
folgt. Diese Gleichung giebt 
EC) _ FC), Fa) ‚FW2),,, 
0) (a2) Plq’2) Y(q?2) 
— (1+.)1+-g)i+gz)1-+Y2).... 
Für z==1 redueirt sich die vorgelegte Funclion g(z) auf 2. Es wird daher. 
wenn man die vorstehende Gleichung durch 
‚20 PR 1 de 2 IL42\ 
I Tg 7 A+Ni-+g)(i--g).... 
(a): dA) DÄHTR)...- 
A+yÄA+)A+g)A+tg*t)..-.. 
Setzt man in diesem und dem oben für 9(z) angegebnen Ausdrucke —- 2 für z, 
und nimmt die halbe Summe und Differenz von (2) und 9(— 2), so erhäll 














0 0:00 


woraus 


in inf. 





dividirt. 





man die beiden in den Fundamentis gegebnen Formeln. Für <= —g giebi 
dieselbe Formel die Entwicklung 
a _—_qn? =—_.n3 __n% 
(1 qq) q (A q ) (A J*)..-. Bra 1 — 2912 — 2-4 20° — ete. 





d+NA+H)AFNArg) 


Für z=—=0 erhält man 





























1 
A+)A+P)ATP)Argt).-- 
A: Te. DR q“ E 
Sr 1-2 Ta—-P)A—g) AM-P)d—gt Year rt 
Aus der von Euler in der Introductio (Cap. XV. $. aueh gegebnen Formel 
1 Mei q?2? q323 
a teen Fe 
würde man für dieselbe Gröfse den Ausdruck 
POUR. DUB TERBENN. 1 \l.0 E + ele 
14 "d=Dd=) A-dd-md-e) 
erhalten. 


Berlin, den 12. Mai 1846. 





———- 





25 * 
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16. 
Extrait d’une lettre adressee a M. Hermite. 
par M. C. G. J. Jacobi. 


„Berlin, le 6 aoüıt 1845. 

„... Les principes dont vous partez pour parvenir aux formules de la 
iransformation inverse que j’ai publices sans d@monstration dans le Journal de 
M. Örelle, sont preeisement les m&mes qui d’abord m’ont conduit a ces for- 
mules. Ensuile, j’avais fait une espece de tour de force en prouvant ces formules 
par la substitution m&me des expressions si compliquees de radicaux faite dans 
"equalion diflerentielle a laquelle elles doivent satisfaire. Pour mieux faire saisir 
"esprit de cette derniere demonstration en quelque sorte synthelique, j’ai com- 
mence par publier une application de la möme methode ä la demonstration des 
formules de la transformation directe, dans un Memoire imprim& dans le Journal 
de M. Crelle, tome VI, pages 397 et suivantes. Plus tard, je suis parvenu 


a une lroisiceme demonstration qui repose enlierement sur la d&composition de 
(x -+.a) 
4 (r) 





en fractions simples, pour laquelle j’ai etabli les formules dans une 


de mes Legons donnees a l’Universite de Koenigsbereg. 
„Quant aux formules de developpement du produit 
H(c-+-a)H(z--a)....H(c-+a,), 
vu 
++ ....0, = 2jk, 
et des fonctions homogenes de (x) et O(x), je les avais d’abord, comme 
vous. deduites des proprieics analyliques et caracteristiques des fonctions Hr 
et Or, etj’y ai fait allusion dans le Journal de M. Crelle, tome XXVI, page 103. 
Depuis, jai remarqu& que l’on peut parvenir aux m&mes formules par la con- 
sideration elementaire et algebrique, qu’elant mis 


Yı un Ti, 2 b, Y? BZ Lo - b eic. 


a chaque solution des deux &quations 
Um Srltıe.. FM, 


repond une solution des deux aulres &quations 


„2 | ah ! ? a? ad 2 
ART. Tn=p-—trmioTt9: 
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On mettra pour @ les nombres 0, 1,2, ...., a—1, et pour b tous les nombres. 
depuis — oo jusqu’a --®. 

„Mais ce qui auparavant ne m’est jamais venu dans l’esprit, c’est votre 
idee ingenieuse et tres-originale de faire ressorlir de ces mä@mes prineipes le 
Iheoreme d’Adel, tant qu’il s’applique aux fonclions elliptiques.. Ne pensez- 
vous pas consacrer un Memoire particulier a cette matiere qui se detache Ires- 
bien des autres questions? 

„En cherchant ä tirer la transformation directe des propricies des 
fonctions ©, sans faire usage de leur decomposition en facteurs infinis, vous 
avez pense savamment aux cas plus generaux, ou probablement l’on se doil 
resigner a l’impossibilite d’une decomposition en facteurs. 

„Dans mes Lecons universilaires de Koenigsberg, moi aussi j'ai eu cou- 
tume de parlir des fonctions ©. Dans ces Lecons, en multipliant quatre series 


SI; e4° pour differentes valeurs de z, et en transformant les exposants 


= GD 


par la formule 
"__;m 


2 + jr 4 jr EM dic TE) + (iS )+ elc. . 


j’ai oblenu tout de suite une formule de laquelle decoulent, comme cas partieuliers 





et sans le moindre calcul, les expressions fractionnaires des fonclions ellipliques. 
les theoremes sur l’addition des trois especes, el plusieurs centaines de formules 
interessantes auxquelles on ne saurait arriver que par un caleul algebrique fali- 
gant. Dans un des premiers volumes du Journal de M. Crelle, j’ai donne des 
formules d’addition et de transformation conjointes, ressortantes de la multipli- 
cation seulement de deux ©. Ces formules font voir que l’on peut arriver 
par deux transformalions successives, non-seulement ä la multiplication, mais 
encore aux formules de l’addilion. 

„Dans les m@mes Lecons, j’ai examine l’ensemble des differentes formes 
que peut prendre une m&@me fonction ©. En faisant usage de la methode employce 
par Lagrange pour la reduction des formes quadraliques, j’ai trouve le fait ana- 
Iylique remarquable que, g &tant une quanlit& imaginaire quelconque, on peul 
toujours, et par la seule multiplication par une quantite de la forme e’*“, ramener 
la fonelion © a une autre oü le module de g, ce mot pris dans le sens de 


M. Cauchy, soit <e-"/t, C'est une limite precise, c’est a dire qu’elant prise 
une quantil& inferieure, il y aura toujours des cas, oü le module de y dans toules 
les formes que pourrait prendre la fonclion © restera superieure a cette quanlite. 
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„Laddition des parametres dans la troisieme espece des integrales abe- 
liennes et l’echange des parametres avec les amplitudes me sont bien connues. 
II y a douze annees environ que je les ai communiquees a deux de mes eleves, 
M. Richelot, de Koenigsberg, ei M. Senf, a present professeur de mathe- 
maliques pres l’Universit@ de Dorpat, et qui &tudiait a Koenigsberg lorsque je 
trouvai ces lormules. J’avais d’abord prouve l’addition des parametres, indepen- 


vR-+ DE 
OS yk—-Üy 


[onclions de l’ordre m» et 2m. Puis je l’ai deduite ie l’öchange mutuel des 





damment, par la seule differentiation de log ‚„ VUet R etant deux 


parameires et amplitudes, qui se trouve aisement en remplagant la somme des 
deux integrales simples 


f? Y(aR(e))-d.r IT AR _VlaR(x))-da 
4 (0a) y(xR(x)) | (x —a)y(eR(a))” 
par la double integrale 


N dr da [5 1 er (x) Mn Benin \ aR(a)— xR(r) 
(alt a))y(acht xX)) (X — &) dx | da 1 (x — a)? 


ou l’on prouve sans peine que la fonction de x et de «, placee entre les 














grands crochels, est enliere. Depuis, j’ai appris par les Oeuvres posthumes 
d’.Abel qu'elle est la generalisation dont ces theoremes sont susceptibles. 

„„Feuilletant mes anciens papiers, j'y ai trouve la demonstration de quel- 
ques theoremes par lesquels on donne aux formules d’addition des integrales 
abeliennes de la seconde et de la troisieme espece une forme analogue ä celle 
sous laquelle les formules d’addition des integrales elliptiques de la seconde et 
de la troisieme espece ont el6 prösentces par Legendre, ce qui contribue & 
rendre de plus en plus parfaite l’analogie entre les fonctions abeliennes et 
elliptiques *). 

Permettez-moi d’ajouter une construction geometrique de la transfor- 
mation dite de Landen, la premiere qui ait et@ connue des fonctions elliptiques. 


er pP] AP 
// | 
‚ R / | \ 
/ + / 
AP, of / i \ 
7 N 
A 18 N Ih, N u 





Soit AB le diamelre d’un cercle: si l’on mene d’un point P du cercle la 
droite PR au centre A, l’angle PKB est double de P4B, mais si l’on mene 





*) La demonstration de ces theoremes a ete publice des l’envoi de cette lettire dans 
le Journal de M. Crelle V. XXX pe. 121. 
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la droite a un autre point fixe O du diametre, on obtient l’angle dans lequel 


par la transformation de Landen se change l’amplitude PAB d’une integrale 
BO?’ kA 
En eflet soit # le rayon du cercle, KO=ua, PAB= 7}, POB= w; variant P, 
on aura dans le triangle infiniment petit POP, 


PPsinPPO = OP snPOP; 


elliptique dont le complement du module est le module transforme etant 














done 
2R d». cos KPO— OP. dıy, a == ER... —: 
OP It cos KPO 
or 
OP’ — R’-+.a--2Racos29 — (R + a)’ cos’P--(R— a) sin’ >, 
R’ cos KPO — R— R'sin KPO = R’— a sin’ w; 
done 
2d? ne dıy 
yl(R-+ a)? cos? #+(R—.a)? sin? 9] v[ft? cos®w+(R?-—- a?)sin? ıp] 
On a, en meme temps, 
ER AP.sin $ RW 2Rsindcosd 
’ OP ylık-+ u): cos?#5+(kK—.a)? sin? 5] ’ 


ce qui est la substitution de Landen. 


„Je suis aussi parvenu a eiendre au theoreme d’Abel ma construclion 
de l’addition des fonctions elliptiques. Dans cette derniere, la corde PO d’un 
cercle touche constamment un autre cercle. Soit 7’ le point d’intersection 


9 — En 
u ae 


de deux positions consecutives de la droite; les deux angles QOT et PPT 
elant egaux d’apres une propriete du cercle, on aura 
PP 00 


—. 


PT OT’ 
ce qui est Pequation differentielle, dont par la construction de la droite inserite 
a Iun et eirconserite ä V’autre cercle on trouve l’integrale complete et alge- 


brique, la meme qui a et@ donnde par Kuler. A present, je suppose qu’une 
corde € d’une courbe I du n“”" degr& touche constamment une autre courbe II. 
Soient P un point d’interseclion de la corde mobile avec la courbe I, et 
ds — y(dx’--dy’) l’element de la courbe I dans ce point, 7'le point de con- 
tact de la corde € avec la courbe Il; si f(z,y) = 0 est l’öquation de la 
courbe I, je demonire, par des considerations mixtes de geometrie et d’algehre. 
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la formule generale 
w(a,y)ds 


ery[EO+ch] 


v(z,y) elant une fonclion entiere quelconque de x et y de l’ordre n—2, el 





— (0), 


la somme s’elendant aux n points d’intersection, le signe du radical etant -: 
ou — . selon que ces points sont de l’un ou de l’autre cöteE de T. Supposons 
en parliculier que la courbe I rentre dans ces courbes pour les points des- 
quelles on peut exprimer x et y par des fractions dont les numerateurs et le 
denominateur commun sont des fonclions entieres d’une troisieme variable /, 


T £ jeme L . A . 
=, y=-,7T,T, 7, etant du n“"“ degre, ce qui möme pourra toujours 


se faire pour les courbes du premier et du second degre. Faisant usage de divers 
7 

Iheoremes &lablis dans mon Memoire sur l’elimination (Journal de M. Crelle, 
tome XV), je trouve que, /3(2) elant une fonction quelconque de Z du (n—2)““ 
degre, on aura 

Pit) u w(a,y)ds 

+ 
} 0x Oy 

w(x,y) etant, comme ci-dessus, du (n—2)'"* degre. On aura donc 


u Pt) ya 
ee 0. 











Soit la courbe Il un cercle ayant pour equation &+y’—=1; on aura 
PT = Yet), 


done 
At) dt 


t) dt 
su 0, dei Ef —0, 
y(irf+r, —t’) ’ ’ v(t ern — Tr’) | 
les n integrales etant prises entre les limites correspondantes aux interseclions 
de la courbe I avec deux tangentes quelconques du cercle. Soit f(t) une 
fonelion donnee du (2p)“”“ degre, prenons trois fonctions enlieres de £ quel- 
conques, Ft), U, r,, respeclivement du (»— 2)”, (n— pp)", n'*"* degre, 


T ıne 








determinons deux autres fonctions du n""”* degre, 7 et r,, au moyen de la 


formule , 

„—UÜft)= t—r,, 
el supposons enfin, que dans l’&quation-somme trouvee on ait Pt)—=UY(t) 
et que les limites des integrales correspondent aux interseclions de la courbe I 
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avec les deux tangentes du cercle paralleles ä l’axe des «, on aura l’equalion- 
somme. 





„S Wit)dı 
zf. at 


les limites des n integrales etant les racines de l’equation 
"—n = nn —Üft) =0. 

ce qui est le theoreme d’Abel. Mais la forme sous laquelle ce theoreme se 
presente, d’apres la construction precedente, ne semble pas depourvue d’interet. 
Comme je n’ai etudie avec soin que les integrales qui ont sous le signe une 
racine carree, je ne saurais dire si la formule generale dont je suis parli en 
prenant deux courbes quelconques I et II, comporte la m&eme generalite que le 
theoreme general d’Abel. Par vos travaux sur ce theoreme pris dans toute 
sa generalil&, vous serez mieux que moi a m&me d’en juger. 

„Ne soyez pas fäche, monsieur, si quelques-unes de vos decouvertes 
se sont rencontrees avec mes anciennes recherches. Comme vous dütez com- 
mencer par ou je finis, il y a necessairement une petite sphere de contact. Dans la 
suite, si vous m’honorez de vos communicalions, je n’aurai qu’a apprendre. ..’ 
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17. 
(Geometrische Lehrsätze. 


(Von Herrn Professor J. Steiner zu Berlin. ) 


(Auszug aus einer am 27. Nov. 1845 in der Akad. der Wissenschaften zu Berlin gehaltenen Vorlesung.) 


‚ 

1. „Line Curve dritter Ordnung enthält im Allgemeinen 27 solche 
Puncte P, in deren jedem sie von einem Kegelschnitie sechspunctig be- 
rührt werden kann. Von diesen 27 Puncten sind 9 reell und 18 imaginär. 
Die Gleichung vom 27°” Grade, durch welche die 27 Puncte P bestimmt 
werden, ist immer algebraisch aufzulösen; was für die Algebra selbst 
ron IAnteresse st.” 

Von den 27 Puncten P liegen 10Smal drei in einer Geraden, und diese 
I0S Geraden haben wiederum eigenthümliche Beziehungen, sowohl unter sich, 
als zu andern von der Curve abhängigen ausgezeichneten Geraden und Puncten. 
So z. B. liegen von den 9 reellen Puncten 2 neunmal drei in einer Geraden, 
und von diesen 9 Geraden schneiden sich bestimmte 3, die sich wesentlich von 
den 6 übrigen unterscheiden, in demselben Puncte Q. Solcher Puncte @ giebt 
es im Ganzen 12, wofern alle 27 Puncte P in Betracht gezogen werden, 
und diese 12 Puncte @ haben nebstdem noch andere merkwürdige Beziehungen 
zu der Curve; elc. etc. 

2. Werden in einer Curve dritter Ordnung zwei beliebige Puncte P 
und @ als fest angenommen, wird ferner in derselben ein willkürlicher Punc! 
4 angenommen und die Gerade PA gezogen, welche der Curve zum dritten 
Male in einem Puncte DB begegnet, wird sodann weiter die Gerade OB ge- 
zogen, welche die Curve zum dritten Male in einem Puncte Ü schneidet, wird 
ferner die Gerade PÜ gezogen, welche die Curve in einem neuen Puncte I 
trifft, und werden so weiter die Geraden ODE, PEF, OF, .... gezogen. 
welche nach der Reihe in der Curve die neuen Puncte &, F, @,.... be- 
stimmen, so entsteht ein der Curve eingeschriebenes Polygon ABCDEFtG ...., 
dessen Seiten der Reihe nach abwechselnd durch die festen Fundamental- 
puncte P und Q@ gehen, und welches entweder 1° sich nicht schlie/st, wie 
lange auch die Construction fortgesetzt werden mag, oder 2° sich schlefst 
und dann eine gerade Zahl 2r von Seiten hat. Im letztern Falle findet fol- 


sender Satz slalt: 
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„Wenn das Polygon sich schliefst, so schliefst es sich immer und 
hat stets die nämliche Seitenzahl Zn, man mag die erste Ecke A dessel- 
ben in der Curve annehmen, wo man will.’ 

Zieht man die Grade PQ, welche die Curve in einem drilten Puncte A 
schneidet, legt aus R eine Tangente an die Curve und nennt den Berührungs- 
punct NS, so hat man folgenden Satz: 

„Wenn den Fundamentalpuncten P und Q ein geschlossenes Polygon 
von 2n Seiten entspricht, so entspricht sowohl den Puncten P und 8, 
als den Puncten O und 8, als Fundamentalpuncten, ein Polygon von 
In Seiten.” 

Kennt man also zwei Fundamentalpuncte P und Q, denen ein geschlos- 
senes Polygon von 2n Seiten entspricht, so ist es hiernach leicht, zwei solche 
Fundamentalpunete (P und S oder QO und 5°) zu erhalten, denen ein Polvgon 
von doppelter Seitenzahl 4 entspricht; und auch umgekehrt. 

In einer gegebenen Curve dritter Ordnung giebt es immer unendlich 
viele Paare Fundamentalpuncte P und Q, denen ein geschlossenes Polygon 
von vorgeschriebener gerader Seitenzahl entspricht. Man kann sogar den einen 
Punet willkürlich annehmen und dann kann der andere noch in mehrfachen 
lagen der Forderung genügen. 

Solche Punclenpaare, denen geschlossene Polygone entsprechen, werden 
durch den Satz selbst näher bestimmt und sind für die einfachern Polvgone 
an folgenden Merkmalen zu erkennen. 

a) Soll das Polygon ein Viereck sein, so müssen die Tangenten in 
P und @ einander in irgend einem Puncte T' auf der Curve treffen. In 
diesem besondern Falle ist es also leicht, geeignete Fundamentalpuncte P und Q 
zu finden. Auch folgt daraus, dafs wenn P in der Curve beliebig angenom- 
men wird, dann Q in drei verschiedenen Lagen der Forderuug genügen kann. 
Ferner folgt daraus, wie Fundamentalpuncte P und 5 zu finden sind. denen 
ein geschlossenes Achteck entspricht, und dafs, wenn P gegeben ist, dann S, 
im Allgemeinen, in 12 verschiedenen Lagen der Forderung genügen kann; ete. 

b) Soll das Polygon ein Sechseck sein, so müssen, wenn die Tan- 
venten in Pund Q@ die Curve beziehlich in P, und Q, schneiden, die Geraden 
PO, und OP, einander in irgend einem Puncte ZT’ auf der Curve schneiden. — 
Hier tritt der besondere Umstand ein, dafs sowohl P und T\, als Q und T 
ebenfalls Fundamentalpuncte für das Sechseck sind. Und schneidet die Tan- 
gente in Z' die Curve im Puncte 7\,, so genügen auch je zwei der drei 
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Puncte P,. Q@,. T, zu gleichem Zwecke; u. s. w. — In diesem Falle ge- 


nügen insbesondere auch je zwei Wendungspuncte der Curve als Funda- 
menlalpuncte. Zudem sind durch Hülfe der Wendungspuncte alle Paare Fun- 
damentalpuncte für das Sechseck leicht zu bestimmen. Sind U und V zwei 
Wendungspuncte, ist z ein willkürlicher anderer Punet der Curve und zieht 
man die Geraden AU und AV, so sind ihre dritten Schnittpuncte mit der 
Curve allemal ein Paar Fundamentalpuncte P und Q, denen ein Sechseck 
entspricht. Man schliefst hieraus, dafs wenn der eine Fundamentalpunct P 
beliebig angenommen wird. dann der andere Q in 8 verschiedenen Lagen 
der Forderung genügen kann; ist P reell. so sind von den S Puncten Q nur 
2 reell. 6 imaginär; etc. 

c) Soll das Polvgon ein Zehneck sein, so müssen P und © solche 
Lage haben. dafs wenn die Tangenten in denselben die Curve in P, und ®, 
schneiden. ferner die Geraden PO, und OP, der Curve in P, und ®, be- 
veonen. weiter die Geraden PQ, und OP; dieselbe in P, und ®, treffen: 
dafs dann endlich die Geraden PO, und OP, die Curve im nämlichen Puncte 
T' scheiden. 

3. Halt eine Curve vierter Ordnung zwei Doppelpuncte P und @, 
so lassen sich ihr gleicherweise Polygone ABCDEF'.... einschreiben, deren 
Seiten abwechselnd durch jene festen Puncte P und Q gehen und es findet 
dasselbe Gesetz stalt: 

„Dufs wenn das Polygon sich schliefst, es sich dann immer schliefst 
und dabei stels die nämliche gerade Seitenzahl An hat, man mag die 
erste Ecke A desselben in der Curve annehmen, wo man will.” Eie. 

Bemerkung. Die vorstehenden Sätze (2. und 3.) finden analoger- 
weise statt, wenn die Seiten des Polygons Kegelschnilte sind (anstalt Gerade); 
nämlich wenn man in der gegebenen Curve drei beliebige feste Puncte X, Y, Z 
annimmt, durch dieselben und abwechselnd durch P und @ Kegelschnitte legt 
und mittels soleher Kegelschnitte das der Curve eingeschriebene Polygon 
construirt. Eite. 














18. (0.6. J. Jacobi, über Vertauschung von Parameter und Argument. 185 


18. 


Über die Vertauschung von Parameter und Argument 
hei der dritten Gattung der Abelschen und höhern 
Transcendenten. 


(Von Herrn Professor Dr. Ü. G. J. Jacobi zu Berlin. ) 








1. 


Unter den hinterlafsnen Arbeiten Adels finden sich zwei kleine Aufsätze. der 
9 und 10 im 2°" Bande seiner gesammelten Werke, in welchen die Sätze. 
welche Legendre über die Vertauschung von Parameter und Argument bei 
der dritten Gattung der elliptischen Integrale gefunden hat, zu einer grofsen 
Allgemeinheit erhoben sind. Ich will hier diese Arbeiten Adels reprodueiren, 
um sie durch eine etwas abweichende Darstellung vielleicht in ein besseres 
Licht zu setzen. 

In der ersten der beiden Abhandlungen, welche den Titel führt: „Sur 
une propriele remarquable d’une classe tres etendue de fonctions transcen- 
dantes” (S.54—57 am angef. 0.), beweist Abel ein Theorem, welches mit 
dem folgenden übereinkommt: 

„Es sei f(x) eine ganze ralionale Function von z; es seien f(x) und 
f; (x) zwei beliebige andre ganze rationale Functionen von x, deren Summe 


fa)+hle) = 2; 


man setze ferner 


dlogp(a) _ fı(®) dlogy(x) 
dr Bu dır 


IC) Are ers DE )/- ——; 


ein Aggregat von Producten von der Form 


Sy / Te 








an fı(®) 
u; 36, 


so wird 











wo »n und n ganze positive Zahlen und die Gröfsen C,,,„ Constanten sind.’ 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 3. 25 
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Der vorgelegte Ausdruck, BR ich mit 


da 
H = (@\ 9/7 — a ge vis x) (er) wie) 


bezeichnen will, kann folgendermafsen Pe werden, 


2 dlogy 1, 1 p(a)dadı 
BR IK da xz—a/(2 —a)p(&) 


fe | 1 ) (2) de da 
I a—x/(«—x)w(e)” 


oder da in Folge der Gleichungen, durch welche die Funclionen Y(x) und 

















w(a) definirt wurden, ihr Product 
pya)y(z) = f(®) 
wird, durch die Formel 
—_. [(IO+t Ton u—8 Dr 
1 NEE 2 w(a)op(a de dır SEE 2v(a)p(a "de da 


= /, fe) — fir vie 2m th dr. 
(vr — a)? w(a)g (x) 











df (a *) 
dr 


doppelten Integralzeichen 
> al l 
ff) a) eo) til) Fila}. 


Dieser Ausdruck, wie man sogleich in geht durch (« —«)’ auf. Ich will den 
Quotient. welcher eine ganze ralionale Function der Gröfsen x und « ist, mil 


EU." et" — f(«) FE f(x) +(r—e)}| fı (@) ıf, (v)} 


(x — a)? 


Seizi man —fı(©) für £(x), so wird der Zähler des Bruchs unter dem 








bezeichnen, wo die Gröfsen C,,„ von « und x unabhängige Constanten sind. 
Durch Substitution dieses Ausdrucks verwandelt sich der für #7 gelundne Werth in 


Su a” da JE 
len =C,, J Y(e) p(x) ? 


was der zu beweisende Satz ist. 





— f(x + f2 (4 
(2 — = x— u 
von x, so wird C,,.„ der Coöfficient von «” x” in dieser Entwicklung, da aus 
den beiden andern Termen des für FC, „«” x" angegebnen Ausdrucks nur 


negative Potenzen von x hervorgehen. Setzt man 





Entwickelt man die Brüche ) nach absteigenden Potenzen 


" r a i N, 4 E j r 
fı( X) = BY 4 f: (X) —— ar 2”, f(x) Bu +: ;zla +a))x } I 


wo c eine Constante ist, so ergiebt sich auf diese Weise 
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2 „= — (m-+1) (af trtD Lager) | al”! nl) 


a ' — 








( +1) n-n 
-1)af"t"+D — (n-1)agtr+}, 


3 (m 
Über die Gränzen der Integration ist folgendes zu bemerken. 


Damit, wie gesetzt worden, 
Y(e) 


ie way Auer X—u 
— da, 


mufs das Integral von einem solchen Werthe von « an genommen werden. 
für welchen g(«) verschwindet, und eben so mufs in der Gleichung 








1.) 
ven) __ 0—E 
a— a 











das Integral von einem solchen Werthe von x an genommen werden, für 
welchen (x) verschwindet. Aufserdem aber dürfen die Intervalle, über welche 
in Bezug auf @ und & integrirt wird, keinen Werth mit einander gemein haben. 
oder es darf kein Werth, den « während der Integration annehmen kann, mil 
einem Werthe, den & während der Integration annehmen kann, zusammen- 
fallen, weil die Vertauschung der Ordnung der Integration, welche den obigen 
Betrachtungen zu Grunde liegt, nur dann allgemein zulässig ist, wenn die zu 
inteerirende Funclion nicht in diesen Intervallen unendlich wird. 





Es sei 
f(z) = (2 —- a)" (2 — 0)" (2 —0,)"...., 
WO Ay, a, 4, etc. ganze posilive Zahlen sind; man erhält dann 
ha)tpea) __ da) __ m FE. 1. gie, 
fix) f(r)da x—a, 'x—a, | x —a, 


Man kann daher, wenn 
Pi--Yi >= #Pis 
für die Differentialquotienten von logy (x) und logw(&) folgende Ausdrücke setzen: 


dlogy() __ ha) __B, N. BR . Ps _ 1 ete. U, 


I 


de fa) -0—a, |! 0a, | 20, 
dlogw(e) __ BAM atilin Ze. de etc. — U 
dx f(x) °—a, | 20, | 1—a, r 


Die Function U kann hier eine beliebige ganze rationale Function von . sein. 


und aufserdem noch für die verschiednen Werthe von 2 Aggregate von Brüchen 
25 * 
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von der Form 
’ ‘4 (#,—1) 


da 
(2 —a)? ' (2—a;)®? 











, M . 
(X— @;) . 
enthalten. Dieses ist die allgemeinste Annahme, unter welcher die Functio- 


nen f(x) und f;(x) ganze Functionen bleiben und ihre Summe det wird 


Die Function /Udx wird daher immer eine rationelle, ganze oder 
Function von x, deren Nenner nur die Factoren z—e; hat, und jeden in 
einer niedrigern Potenz, als in der ihn fix) enthält. Es werden demnach in 
dem aufgestellten Theorem die allgemeinsten Formen, welche p(x) und w(.r) 
annehmen können , | 

y(r) = ee’ (a — u, (2 a)" (2 —0,)®...., 

v(2) er a (2a) (2 — 0)" ...., 
-71» a r7, elte. ganze posilive Zahlen sind, die Null ausgeschlossen, 
und P eine rationale, ganze oder gebrochene Function, deren Nenner nur die 


wo /, 


Potenzen von 2 — ı,, 2 — a, elc. als Factoren enthält, und zwar jedes r — e; 
höchstens in die (?;--7;—1)" Potenz erhoben. 
Hieraus ergiebt sich das folgende Theorem. 


Theore:m I]. 


„Es sei 
ya) = er a)" (2 (Cr — a)" ...., 
v(a) = e "(re — a (Ta) (2 — a)... 


wo Pı-+Y1» Pa +7, ele. ganze positive Zahlen sind, die Null ausgeschlos- 


sen, und 
0 


(v—o ‚Pi +yı—ı (v—a,)Ptr Ur — a,)Rtnm! nt 








wo Q eine beliebige ganze rationale Function von & ist; es seien ferner 
a) und «‘) die Coöffiecienten von x’ in den ganzen rationalen Funclionen 




















‚_‚dg(x) dıy(x) 
v() dr und f (X) "dr ° 
so wird 
) dr da 
F (a) r— a) p(x) Y (E r) (e— 1) wie) 
B z(2 I eng wer a da fr dr 
u; m+n+?2 a m-+n+2 Y(e) p(x) 


wo die Integrationen in Bezug auf @ und x von solchen Anfangsgränzen 
an zu nehmen sind, für welche y(«) und (a) verschwinden.” 
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Die von Abel (S. 56 oben) hinzugefügte Beschränkung, dafs die Expo- 
nenten /,, /ı etc. positiv und kleiner als 1 sein müssen, ist nicht für alle wesent- 
lich nothwendig. Wäre dies der Fall, so könnte, wie aus dem Vorigen erhellt. 
niemals P eine gebrochne Function sein, wie doch Adel annimmt. Soll in dem 
vorstehenden Theorem (x) dieselbe Funclion wie (x) sein, so wird es 
die Quadratwurzel einer ganzen rationalen Function, p(x) = w(x) = fr). 
In diesem Falle mufs immer P verschwinden. Setzt man für denselben Fall 





ve a) — =; a)’ —b;,.,, wo db; der Coöffieient von x’ in f(x) ist, so wird 
CC. = (nn), 
also C,n =. 
2. 

Ich komme jetzt zu der grofsen Ausdehnung, welche Abel dem schon 
so allgemeinen Theorem, welches im Vorigen bewiesen worden, gegeben hat 
(s. Abh. X. des 2” Theiles seiner Werke S. 58 — 65). Zu dem näheren Ver- 
ständnifs dieser Ausdehnung ist es nöthig, einige Sälze über lineäre Differential- 
gleichungen voranzuschicken. 

Hat man einen Ausdruck 


ur #1; A] I .{n) 
4, + A4,) -- 4,7 .eo.. N A.) 3 


1; di » “ : 
wo hd und A, A, etc. Functionen von x sind, so entspricht ihm im- 
mer ein andrer 
z4+ DB; :' .- B;,2".. .+-B, zz") 
in der Art, dafs für enböstintnte Peiichioien y und x der Ausdruck 
z{Ay-t Ay’ +4,y"....4+-A,y"-ylBz- B,=2’--B,2"....+-B,2"! 
ein vollständiges Differentiale wird. Diese Bedingung erfordert die Gleichung 
| d.Ay d!.A,y d". Ay 
. | „N A __ .i > 2. 
By +-B,} --B,, By‘  — — 4, ET u En Ideen. ? 


mitielst welcher der zweite Ausdruck aus dem gegebnen beslimmt wird, und 
durch dieselbe Bedingung wird auch auf ganz ähnliche Art der gegebne Aus- 


druck aus dem zweiten mittelst der Gleichnng 


1.B,y 4. l".Dny 
Ay+Ay' +4"... 4A" = Byte — ze Be 


dar 


bestimmt. Ich werde mit [y], und [y]; die Ausdrücke 


! N (n} d. ii ı 7 d?.B. YV ad” B, 
II =Ay+Ay4dy"....4.y" = TI een 


d?.A,y dr. A,v 











R 1;=By- By By" .T HB.y“ = 4y- I ” FR rer 


da 
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bezeichnen. und das Integral 
/elyh+rleb)de = [y, 2] 
setzen. Wenn man in den Functionen A, A, etc, B, B, etc. für die un- 
abhängige Variable x eine andre einführt und nach dieser differentiirt, so werde 
ich dieselbe den Klammern oben rechts beifügen. 
Wenn x eine Lösung der Gleichung 

y eine beliebige Funclion ist, so folgt aus der vorstehenden Formel. 

J/=Iylıde = [y;2], 
und eben so, wenn y eine Lösung der Gleichung 

[yıı —l, 

z aber eine beliebige Function ist, 

SsTzhdr = [1,2]. 
Wenn y und x gleichzeitig Lösungen der Gleichungen 

[yı=0, [zk=0 


sind, so wird [y, x] einer Constante gleich. 





Es seien 4, A, etc. ganze rationale Functionen von X, so werden auch 
B, DB, etc. ganze rationale Functionen von x sein. Nennt man V, A, etc. die 
Funelionen von «. welche aus A, A, erhalten werden, wenn man « für x 
substiluirt, und setzt 
Pe a  \ A,— A, 


—_—— — 


na $) ‚ u 1» .00.0. er n 9 


A 2“—G \ 2—0G 





so werden P, P, etc. ganze rationale Functionen der beiden Gröfsen z und «. 
Substituirt man in 


(y. PRBENBRNT TUT d.A,y dh d?.A,y & d”.A.y 


Zur” u - — 7 dx" 
1 “ » . * 1 
für y den Bruch — und selzt statt der Differentialionen von =, Mach 


die nach «@, abwechselndmit entgegengesetztem Zeichen genommen, so erhält man 


Een En 5 we 25 


Es wird daher 
1 (x) 1 («) 
—|, +l&;J 
4702 A — 0, 


eine ganze rationale Function von x und «. Ich will diese ganze ralionale 














Funetion von z und « mit U bezeichnen. Setzt man 


9 
yi — Am 
m dei 9’ 
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so wird 
1 (a) 1 (x) 
r 2 
1. U= |, +], 
AB, WB, L+B, | = EB. 
a te pe 
Ist 
U — ZC,p% 2” 


wo za und p» nur ganze positive Werthe annehmen, so ergiebt sich Ü,,,, aus 
(1 ” er doppelte Ep nämlich als Ferch von x’ in dem Ausdrucke 
— (m 1) — —- (m+-1)(m- 12,2 


" 


I 
.+(m+1)m--2).... (mn) 











rm+l f; a rin tn 1 
rn [2”""}, 
y ? I or von «” in dem ot 
7 | «* f \ A, 
— nl (p- + a Dr = .. FPrFDPH2). (PN) 


= er) 
Die Identität dieser beiden für C,,, gefundnen Darstellungen folgt auch un- 
mittelbar aus der Betrachtung, dafs in a"! [27], +27""[x7""],, als dem 
Differential des Ausdrucks [2"?"', 2&””"'J, welcher aus blofsen Polenzen von x 





Ra 
besteht. der Term rn nicht vorkommen kann. 


Ich multiplieire die Gleichung (1.) mit 
da dx 
v(a)p(x)’ 








*) Setzt man 
(p+1)(p+2)....(p+0) At (m-1\(m +2). Mt ud" A x 
(v+1)(v+2)....(v +) 7 We +H1)(9 +2) .... (vi) z 
wov=m+p-+1, so führt ‚die Vergleichung der beiden len Bestimmungen von C,,,, 
auf die Gleichung 








dM, , d:M, d" M,„ 
aloe dr " d.ıc! 1 dar 


welche man mittelst der bekannten Formel 


0, 




















Ik Su (m-+1)(m-+2) . (m+1) \(m-+2)(m-+3) ” (m+1)\(m+2)....(m+k) 
v1 . („+H1)(# +2) SAN H2)w 2) (9 +H1)(W+2)....(v-+h) 
_ ++ (p-+k) 
(v +1)(v-+2).....(v-+k) ’ 
wo k; = BE, verificirt. Es wird daher der Ausdruck 


My-+M,y-+M,y"....+Mny'” 
ein vollständiges Differential. 
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1 1 . er} “ ® 
wo 5 und —— respeclive Lösungen der Gleichungen 
(FM 


vie) 
x) «@) 
5], Fe 5; '@ 


sein sollen, und integrire nach « und x. Man erhält aber zufolge der obigen 








Formeln 








r 41 Je da A 170 








/I ı ae.’ 1 ı 9 
Lr— el, pl) Ipla)’a—al ° 














le—ı), via) la—ı’ wie). 


und daher 


5) /\ NE. I 2% u 3 1 I" de _ Sf Udade 
I Lg)’ 2—al wie) a— x’ w(e)) gi) JS wla)p(r) 
In der Formel (2.) sind die beiden Ausdrücke [y, 2] so beschaffen. 
dafs » eine Lösung der Gleichung [y]ı = 0 oder z eine Lösung der Gleichung 











[2]; == 0 ist. Für diese Fälle kann man Folgendes bemerken. 

Es seien Yı» Ya» »... Y„ die n Lösungen der Gleichung [y]ı = ®. 
und 2%. &ı, »... 2, die 2 Lösungen der Gleichung [x]; = 0, so sind die nn Aus- 
drücke [v;.x;] Constanten gleich. Da man für 2,, 22, »... 2%. beliebige 
lineäre Funclionen derselben, deren Coöffieienten constant sind, einführen kann, 
so kann man sich diese constanten Coöfficienten so bestimmt denken. dafs die 
Ausdrücke 

LY:;» 2;] 1, 
dagegen wenn 2 und A verschieden sind, die Ausdrücke 

ly;- z,] == (0) 
sind. Mittelst dieser Bedingungen sind für gegebne Lösungen y,, Ya, :-. Y, die 
Lösungen 2,, 23, .... &„, und umgekehrt für gegebne Lösungen 2,, 22, .... 2, 
die Lösungen Y,. Ya, +... Y„ vollkommen bestimmt. Hat man nämlich für eine 
beliebige Function & die n Gleichungen 

Y,j=r, Dutjien!?’. .. My, sl: f,, 


! 


welches n lineäre Gleichungen zwischen 2, 2’, .... 2" sind, so folgt 


) 
- 


s = ar TE ST; I &ZnTıs 
u! u 4 . ! 4‘ | 

ss — ZT, 7 an r ST.» 
am _t 8 “ na 
S——— “ı r, u 2, r; . . Fr SnUıs 


i 


&(n-1) __ „(n-1) o("-1) | o(n-1 
u — 772% Par. a077%, Ar 


indem man sogleich sieht, dafs durch die Substitution dieser Werithe den 
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n Gleichungen Genüge geschieht. Eben so erhält man für eine beliebige Func- 
tion y aus den n Gleichungen 


Yale nalen, 3... ulm, 
die Werthe 


m | . 

y = ya T - YnSn» 
r 4 ! „' 1 „ . 
yı >> Yııdı T Yı®%  Yn®n» 
Mi „ı ! „“ | m 
I. EFT Fa T In ®n» 
[ u ] ‚(n-1), a.("-1) 
y yan- rn... ty sn. 


Setzt man in r,—=[y;,z] für x die Funclion von x, welche durch 


das Integral 
da 


(v—ea)ıw(e) 


_—— 


>. 
C MT 








gegeben ist, und — y;, so folgt aus (?2.) 


vi 


) 
Se 1 N lan ffeltnse 


und daher 




















| A 5 2. | 
zU) | ti), m 5 Zu Vo 
ı rt, +2, in a "T®n „= |Z Br T v P) 
wenn man 
zu — gli yıdı th u Re 9e i Ü Yn da k 
a—ıXr Ga—XL a—r’ 











( ) a ) Yı nn dx BE Ha /f2: Ude dr ff Uda dr 
V — ff u, 0) Y (@) .... . 8 7} v (@) 


setz. Man erhält es a die im Vorhergehenden zur Auflösung der 
Gleichungen 


[n.,z2]=n, [y,2l=nr, .... [2]=tr, 


' 


segebnen Formeln für die Funclionen z, 2’, .... 2” die Werthe 


A) Sy: da u oa AT? yo 
N if org = [29,5 + 9°. 


‘. 


. . u on 1 67 is 
Man setze in dieser Gleichung für Yo) nach und nach &,,. C&.. .... £,,. wo 
& 





C; dieselbe Function von « sei, die z, von x ist. Man bezeichne ferner die 


der Lösung . zu re entsprechenden Werthe von V'’ mit V;{”, so hat man 


[Z%, ]? = RR (— 1)' m & de I v. 





Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 3. 2b 











194 18. 0.6. J. Jacobi, über Vertauschung von Parameter und Argument. 


Setzt man hierin für % die Werthe 1, 2, .... n, so erhält man n lineäre 
Gleichungen zwischen den Gröfsen 





Z dZ; d:Z dr—1Z 
ä#; ur er . f} . 7 Omi 
ıı da’ da: ’ dur? 


und nach den obigen Auflösungsformeln, wenn v; dieselbe Funclion von « be- 





deutet, welche y; von «x ist, 


krIUiN » “ > “ » v 
ie I ae of a Me 
dat \ J t 1 (— a)i +1 | - (x a ayiri n (2 — a)? rl h 


PP HER... +v® VD). 











Es ist aber 








A DKITk \zt> // ride nf. Yıdı +2 /- Ynda | 

das ' / IS ka)! TI (ar) dd (e—ı)kti)? 
lerner 

er VOLLEPYD, ..tı@VO — Zr) VO u. Fl ‚Y,Udedx, 
wo für die beiden Indices g und A die Werthe 1, 2, .... n zu setzen sind. 


Man erhält daher folgendes Theorem. 


Theorem. 
„Es seien A, A,, .... A, und B,B,,.... B, ganze rationale Funclio- 
nen von x, welche in solcher Beziehung zu einander stehen, dafs, wenn 
man durch die obern Accente die Differentialquotienten bezeichnet, für 
zwei beliebige Funclionen y und & der Ausdruck 
z{Ay-+A,y'+A,y"....4+4,y"}--yi{Bz-+B,2’4B,2"....+B,2”\ 


ein vollständiges Differential wird; es seien 


Yıs Yas eh Fu 
die 2 von einander unabhängigen Lösungen der Gleichung 
0 #7] L 4) __ 
Ay+Ay-+Ay... Ay” =0, 
und 
De . “en 
”ı9 , 9 e © . vn 


die von ihnen abhängigen Lösungen der Gleichung 


z+ B,z!+B,2"....+B,2:” — 0, 
welche man, was immer möglich ist, so besiimmt, dafs das für unbestimmte 
Functionen y und z und ohne Hinzufügung einer willkürlichen Constante dar- 


gestellte Integral des Ausdrucks 2|Ay--A,y’...!+y{Bz+B, 2’... a ver- 





schwindet, wenn man y=y;und 3=z,, oder =1 wird, wenn man y==y,;. 


” 
er 


j 1 
— x; selzt; es sei ferner C,, , der Coöfficient von — in dem er Beh 
ı ‚pP x 


ar {Ayt+Aıy....+Any0}; 
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wenn y= x", oder, was dasselbe ist, in dem Ausdrucke 
—=D—Lli m ! P (rn) 
arNBy-+Bıy'....+B,y, 
wenn y = 27"! gesetzt wird; es seien endlich 


a u E 


Im 


’ 9 = 
®> U; . 560,0 ®„;5 Ss ur 

die Funclionen von «, in welche sich 
Yıs Y2s ET Yn> Zıs Do ae 


verwandeln. wenn man «& für x substituirt: so wird 


af Id 2) ci [_Inde _\ 
I er + 2 art en (v—a)kt!) 


ee er 
= DU, 2) fa C, de [ar; y.de, 
wo in der mit 5° bezeichneten vierfachen Summe g und A die Werthe 
1.2,....n erhalten, m und p alle Werthe, für welche sich in einer oder 
in re von den Functionen z7!A, ein Term x”*” findet, und die 
Accente 2 und A, welche die Ordnung der Differentialen anzeigen, beliebig 
angenommne Zahlen aus der Reihe der Zahlen 0, 1, 2,.... a—1 sind.” 














Die im vorstehenden Theorem gegebne Formel umfafst nn Gleichun- 
gen, welche man aus der Combination aller Werthe von @ mit allen Werthen 














von k erhält. Man kann mittelst derselben die nn Größen ( lineär 
durch die nn Gröfsen [ ausdrücken und umgekehrt. Für n=1 er- 
hält man den $. 1. entwickelten Satz. 
Wenn die Differentialgleichung Ay--A,y'.....-A,y''=0 die be- 
sondre Form 
Kyıdkır & Yıd ! 5, I ri 


hal. welche ich in meinen Untersuchungen über die Kriterien des Maximum 
und Minimum bei den isoperimetrischen Problemen betrachtet habe, wird 
die Differentialgleichung By--B,y’'....- B,y"’ = 0 mit ihr identisch, oder 
es wird 

——-4, B=—A4, B=-—-A, .... B=—A4.. 


Man kann diese lineären Differentialgleichungen als solche bezeichnen, bei denen 


jede Lösung zugleich ein Factor, welcher sie integrabel macht, und jeder solcher 
26 * 
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Factor eine ihrer Lösungen ist. Sie nehmen für eine gerade Ordnung immer 
die obige Form an; für eine ungerade Ordnung kann man dieselben passend 


so darstellen : 








Hs) SE e) 


kh d.yyK, d.(y . ” (vK, dx 
yAkı- - 


dx 
| m - y-: + etc. = VÖ). 








Bei der Integration dieser Differentialgleichungen bietet sich der merkwürdige 
Umstand dar, dafs durch eene bekannt gewordne Lösung sich ihre Ordnung 
um zwei Einheiten verringern läfst, und die übrigen Lösungen sich je nach 
der weitern Verringerung der Ordnung der Differentialgleichung, die sich durch 
sie erreichen läfst, unterscheiden. Man kann ihre Lösungen Y,, Ya, ---: Y 
immer so bestimmen, dafs die aus denselben auf die oben angegebne Weise 


abeeleiteten Lösungen &,, &. .... &, mit ihnen übereinkommen, so dafs 


may HIaNss. aaa le 
Um das aufgestellte allgemeine Theorem in ein vollständiges Licht zu 
selzen, und insbesondere die Anfangsgränzen der Integrale zu bestimmen und 
die nothwendigen Beschränkungen des Theorems anzugeben, ist es nöthig, den 
Character der Lösungen der lineären Differentialgleichungen, deren Coäfficienten 
vanze ralionale Functionen der Variable sind, näher zu ergründen, wofür, 
wenn man die zweite Ordnung überschreitet, noch wenig von den Mathemati- 


kern eeschehen ist. 


13. Mai 1846. 
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19. 
Uber einige der Binomialreihe analoge Reihen. 


(Von Herrn Professor Dr. ©. G. J. Jacobi zu Berlin. ) 





W en man der Binomialreihe ähnliche Reihen bildet, indem man statt des 


p'” Binomialcoöfficienten den analogen Ausdruck 
_ dev)(l— zv)i— r?v) .... (d— zero) 
Pr A a)l—ar)i—R°) ....(d1— ar) 


setzt, so erhält der Quotient zweier solcher, verschiednen Werihen von v ent- 
sprechenden, Reihen wiederum dieselbe Form. Man hat nämlich, wenn u = wo”. 





® 

















1+w,2+w,2?+w,2?-+ etc. Ä ap? Ä 
1. 3 2705 „ 3 * — 1--4u,.02--%.02°44.0’2° -- elc. 
1+ v,2+v,23?+v,2°-+ etc. | 
#4 |. Be en 2° 1 W—w)w— zw) (v—x?w) ; | en 
=— u (1—ır) 1—.r2) m (Ai —ı)(1 Je x?) (1 — r3 0 | DAL 07 
Bedeutet 2 eine unendlich grofse Gröfse und selzt man 
1 m m-+n 


1 i 


2 !, u, wu, 
so verwandelt sich diese Formel in 
N Mit 
(1 — 2)” 
wenn man statt der Potenzen von 1— 2 ihre Entwicklungen setzt. Aus (1.) 
folgt, dafs der reciproke Werth der Reihe 


u— Ww v— w)(v— au) ,„ ı r—w)v— rw) (v— rw) .,, 
= St ß zes’. 6; 
1 1—ır 'A— a)i1— x?) Tr (1— az) 1—.x?) (1— x?) u: 


durch blofse Vertauschung von v und w erhalten wird. Bezeichnet man 
diese Reihe mit 





— (1-2), 











u 1 Er w—w)w— rw) 2 | w—ww— rw)(v— rw); | zZ 
[w, vo] 1 Ep“ ar are. (1—.ıx2?)” Ta-s)1-—- 22) 1— x°) eic.. 











so wird die Fundamentaleigenschaft der Function [w, v] durch die Gleichung 
Ei [0,1] 
2. [w,v] = (6,1] 
gegeben. Setzt man 2v, ?w, 27'2 für v, w, z, so ändert sich [ww, v] nicht. 
Nimmt man ? unendlich, so verwandeln sich v, und w, in 
(— IP a3(ppP) vP (— i)P aipp—r) or 
AM—r)l—a2)....(1—aP)? d-R)l1— 82)... ar)? 
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und es wird daher [w,®v] zufolge (1.) gleich dem Bruche 























WE, xw?z? Eh x° witz“ 
4  — ————  — Ä - — — elc. 
1— x ' 1—a)i1—a?) (d—a)tt— 22)1—23) " (l—ır)....(1—.r®) 
BEE} ai vv: 22 x3 0323 x v4z% 
u | irn + —— — etc. 
1— 2 d-n)d-2r) (d-a)l—ar)d—ar®) (or)... (1er) 


Der Zähler und Nenner desselben wird aus der Formel Eulers. 


(1+z2)1+22)1+2°’2)(1+2°2 


u. '; z2°%° 


= 141 Tr t eat ele, 


erhalten, wenn man z’'vz und zT'wz für x selzt. Hieraus folgt 








> Wer, WERNE: TE Did. APNE w—w)(v —EW) .  ®-ww— .rw)(v— x’w) ,; 
. lw,v]= JE er h; d_a)i—r?) EEE ZEN Fa 





+ elc. 





d— ws)li—awz a — r?wz) 1— r°wz).... 


A1— vz)(1— 2) 1— a2 v2) A— a3 v2)... 








Um die Formel (3.) zu PR setze ich 
(2) (1— wz)1— rwz) 1— x? wz) A— r°wz) .... 
pi2%) = zn er 
F\ (1— v2) (1— xzvz) 1— x? vz)I— x°vr).... 
1 2,337 I A nk] 
=: l -- 4,2 1 4,2 =: 4,2 -- 4,2 Mr eic., | 








1 
wo die Goeflieienten A,, A, elc. die Gröfse & nicht enthalten sollen. Aus der 
Relation 
Pa) gar) = zwplz)—wgp(er)}, 

welche unmittelbar aus der von (2) gegebnen Definition folgt, erhält man 
die Werthe von A,. A, etc. mittelst der Gleichungen: 
1—2)4,=vr—w, 1—2")d,—=(r— zw) A, 1—2°)A,—(v—r’w)A,, etc. 
Durch Subslilulion dieser Werlthe in die für g(z) angenommne Reihe ergieb! 
sich die Formel (3.), aus welcher sogleich auch die Formel (1.) folgt. 

Wenn man die Formel (1.) mit 1-9, 2+%2°-+v,2°-- etc. multiplicirt, 
und hierauf nach den Potenzen von & entwickelt, so giebt die Vergleichung 
der auf beiden Seiten in 2” multiplieirten Terme, die Formel 

N l — wo) (l — ru) I— x?w)....d—arw) 

dl—ı)1—2?)1— x?) ....d—aP) 
1—v)1— rı)l —.ır?v).....d— Priv) , vw A— vV)li—av)....(1 —.rP?v) 


-"d-a)d—ar)d—e) a ) 177 U-2d-2)...d—ar) 








(v—u)e— rw) A1—v)I— re)... .(l— aP”?v) ; we — rw) .... v—ar ie) 





d—.r)1— 2) dry a = 2, Ta-n)d—ar)....(d— 27) 
welche dem sogenannten binomischen Lehrsatz für Facultäten entspricht. Man 
lindel diese Formel in der Analysis von Schweins (Heidelb. 1520 pg. 292. 3), 
nur dafs dort für e und ww beliebige ganze Potenzen von X geselzt sind. Es 
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folgt aus derselben durch Division mit dem ersten Terme des rechts vom Gleich- 


heitszeichen befindlichen Ausdrucks 





r d—w) d—.rw)(l— ar? w)....(1— Kin ©) 
ü 1—v)I—av)l— av)... „(1 — art) 
a , we — rw) (1 — a?) en 








"1er Tor T da), A-aro)d— are) 


(—w)(e— rw) .... (u — aPtee) 


T Ad — rtv d—arıı v)....d—v) 





‚ Br 
Setzt man "vr, @’'w==w, und dann hr für x, so verwandelt sich 


die vorstehende Gleichung in 
n 1— 1 — ru) 1 — a?) ....(1— ru) 
l—r)1—ar) 1—ax?r)....d—ar'r) 








“„—r 1—ıP , uw—r)uw—.ır) 1— ar) (ld — Pr!) 
f ei 





























lg I-r 1—r TA-a)i-er) Ad—-rn)(l—ır) 
(w—r)uw— ırr)....(u—ıaP!r) Rue... Tas a . 1—ır) viren 
—- d—r)A—er).. dar r) A—r)(A—er) Tara 
Setzt man hierin v— x”r, so erhält man 
. N-n Z hen. SEE ach. ce..ı KO (1 — Pr) i— art!r).. .(d—ıt a 
i—r)—ırr)....(1—.aP-!r) PN d1—r)i—ırr). ar, Bas” 1 
 1— re") — er) 2) 2) (1—.ır\)i—ır!) „ o 
ah 1 —— } a - — r['r- IC, 
'  d-.a)d—r) u d— a) — a?) I—r)—.rr) en 


wo die einzelnen Terme die Factoren «’r“ haben, in welchen die Exponenten 
c und / die natürlichen und die pronischen (doppelten dreieckigen) Zahlen sind. 
Wenn man ferner in (6.) r für « und &”r für r seizt. so erhält man 
(—r)(1— .rr).....1— arır) a— nti—er)....(d—2”-'r) 
1 — a" r) 1—a”rtir).... (1 — am tr-1,) d—arr)d— artlr)....(1— art) 


_d-amyd—an ,ı dad — art — nd — ar) 
(1 — v)( 1 —.x”r) 1— )1— x?) —ı”rr) 1 —ıa”tHr) 





zer’ — elc.. 








wo die Exponenten « und 5 in den Factoren r“x” die natürlichen und die 
dreieckigen Zahlen sind. Diese Gleichung wird auch aus der vorigen erhalten. 
wenn man — m für m und dann x” r setzt. 








Setzt man in (3.) z=1, v=r, w=r"”r oder s—=1, v—=ı"r, 
er, so erhält man für die Ausdrücke (7.) und (8.) andre Entwicklungen: 
q Ad — arr)i—arttr)...(A—artrQy) or d—.arr)( —artr).. .d—artm-1y) 
u T-njd-er)...darin) (l—r)1—.ır)... (1 —a”7',) 
(1 — x2”)(1—ıP) 1— a”) — art) —ar)i—ar) , 








Br ” elc. C 


ee Ah | 
Tazad-arn,) Tauern) den) 
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0 nt Erna. 1; d—r)1— ır)....1— a”!r) 
 d—e"tr)i— art; .(d— art) d—arr)1—art!r).. ‚di—zptm-1r) 
| nn m en ‚p en, ‚m peu ‚m—1 ia] ‘P) BE rn 
BEER ERBE ne. . x vP) rt 1— 2”) — 2”) (1 — aP) 1 — ar) ar? Leie. 








 A—a)i1—e” an 1— a) — 2?) 1 — a”trÄty) 1 — x”tP-?r) 
In der letzten Formel sind wieder in den Factoren r“ x” die Exponenten « und £ 
die natürlichen und die dreieckigen Zahlen. In den Reihen (8.) und (9.) mufs 
man za und p, wenn sie beide ganze positive Zahlen sind, mit einander ver- 
tauschen können, wie aus der in diesem Falle geltenden doppelten Darstellung der 
ihnen gleichen Producte erhellt. Wenn aber diese Producte für andre Werthe 
von m und p» eine Bedeutung zu haben aufhören, so bleibt doch die Gleichheit 
der durch Vertauschung von »n und p erhaltnen Reihen für jeden Werth von 
mn und p gültige. Denn wenn man die Reihen, welche für ganze positive Werthe 
von zn und p einander gleich sind, nach den aufsteigenden Potenzen von r 
entwickelt, und die in dieselben Potenzen von 7 multiplieirten Terme vergleicht. 
so erhält man zwischen den Gröfsen =” und x”, die man als zwei Unbekannte 
ansehen kann, Gleichungen von einer endlichen Ordnung, die für unendlich viele 
\Werthe der Unbekannten erfüllt werden, nämlich immer, wenn man für die- 
selben beliebige ganze positive Potenzen von x setzt. Es mufs also jede dieser 
Gleichungen identisch sein, in welchem Falle aber auch die Gleichungen zwi- 
schen den Reihen gelten, wenn man für x” und x’ beliebige Gröfsen setzt. 
Man erhält auf diese Weise, wenn man für x” und x? die Gröfsen s und / 
substituirt, die beiden Gleichungen: 


‚- G0G-s)U—t)r 
11.  Ad—ı)d — ı!tr) F 


d—A—rs)1—1) (1— .ı-!t)r? ' 
d— x)1— a2) 1— a!tr) 1 — tr) Tele. 

















d—s)A—Nı L 1—t)1—at)1—s)A— a7!s)r? 
—= 1-- —— 2 — — — @LC.. 
d—.a)i—aTsr) ' d—a)d—ar)1—aTtsr) dr 3 
19. WER ana . „aaa 1, dA-S4-eSsA—-NU— a). Be 
(—a)d—sr) ' (d-a)l—a?) 1 sr) 1I—ısr) 
kict d—s)( Ir + 1—t)1— at) 1— s)1—.ırs).rer? 


Ad— a) —tr) T d1—.)1—.:)1—tr) 1—.ıtr) 

in deren letztrer der (@-1-1)" Term den Factor 2°C” hat. Weil bei dem Be- 

weise dieser beiden Gleichungen eine Entwicklung nach den aufsteigenden Po- 
tenzen von r vorausgesetzt worden ist, so mufls man in der ersten derselben 
c>1, in der zweiten e<Z1 annehmen. Auch sieht man, wie die eine in 
} . ix 2 

die andre übergeht, wenn man zr für r und dann = für © setzt. 


\Will man das Product 
f a\/ „m\ 2 f- m—1 \ 
1—r)1—-aer) 1—zr)....1—x2”"r), 
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in welchem x kleiner als 1 angenommen werden soll, nferpoliren, d.h. will 
man einen Ausdruck haben, welcher die Fundamental- Eigenschaft dieses Pro- 
ducles besitzt und sich für ein ganzes positives m auf dieses Product selbst 
redueirt, so dient hiezu der in’s Unendliche fortlaufende Ausdruck 
13 1—r 1—ır 1—ıxr?r I-a®r m 

Id ertri— at tr 1— artr 1— ot tr 
— (1—-r)\1— ar) 1— z’r)....1—x2”"'r). 
Denn wenn man denselben bis zum nten Factor fortsetzt, wodurch man das Produci 

(1—r)1—.ırr) 1—.ıx?r).... (1— a”"!r) 

d— e"r,d—a"rtir)....d—arttr) 


erhält, so wird für ein ganzes positives =» das Verhältnifs dieses zu dem vor- 








velegten Product, 
41—r)i—er)i—e®r)... dar!) __ 1 


I E & — BR ı 
d—r)i—ıar (—r:r)....(1—x”"tr!ir) d—ı" rd —a” tr)... —artrip)’ 








eine Gröfse. die sich mit wachsendem rn und zwar sehr schnell der Einheit 
nähert. Die Fundamental-Eigenschaft des vorgelegten Productes, das ich mit 
Fr) bezeichnen will, ist durch die Gleichung 
(1—r)F(xr) ne 
(1—.x”r)F(r) 
ausgedrückt. Substituirt man für #'(r) das unendliche Product. so wird der 
Ausdruck links vom Gleichheitszeichen 
i—ır seinen A—a’r)1— x”t?r) 
I—ı”"tir A—ar)i—a”tr) MA—a?r)i— x” r) 











. 000. 


setzt man dieses Product bis zum nten Factor fort. so erhält man 
1—ı"r 
1 amt 


welche Gröfse sich für jedes zn mit wachsendem r sehr schnell der Einheit nähert. 





Für ganze positive Werthe von a» und p kann man den Ausdruck (7.) 
d— ar) A—ePtHr)....d—aptmIr) — (A—a”r)Voe”t!r).... (do 2"tP-1r) 
(d—r) 1er) .... 1—2"'r) Az d—r)d—aer)....d—aPr) 
auch durch die Formel 
d—d—aeni—zerr... dar) 
d—r)d—ur).... d—a"tr)I—r)l1—ar).... d— ar) 
darstellen. Will man diese Formel interpoliren, so geschieht dies nach dem 


Vorigen durch das unendliche Product 

















14 A—."r)i—arr) U—-artnd—artrn (G-artni—artr) 
. A —r)(1 — ı"tPr) (1 — rr) 1 — amtPHl r) (1 —yr?: r) (1 — rm+p+2 r) 
d1—arr)d—art!)....d—aPtmir) 





M—r)di—rr).... d1—-a”!r) 
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202 19. (. G. J. Jacobi, Verallgemeinerung der Binomialreihe. 


Die Formel (7.) gilt für ein ganzes positives p, aber für ein beliebiges m. 
Die dort gegebene Reihe 
Be en. r-- ER r’.2? -1- elc. 
(1— ı)(1—r) 1—a)d— a?) i—r) i—ır) 








behält aber ihre Bedeutung, wenn man für beide Potenzen x” und z? be- 

liebige Gröfsen setzt, während das Product eine Bedeutung zu haben aufhört. 

wenn nicht wenigstens eine der Gröfsen m und » eine ganze positive Zahl ist. 

lursetzt man aber das Product durch seine Interpolationsformel (14.), so bleibt die 

Gleichung (7.) für ein beliebiges =» und p bestehen. Setzt man nämlich wieder 
2” = 8, Dee FE, 

so ist zufolge des bereits Gefundenen die Formel 


a , d-S)A—t ,, A1—- sr —s)1—t) (er —1) 2 
15. It AZenden Ei 1—a)1— a?) 1 —r)i—ır) 


1—s (r—s) (2? —s) I—t) (er te? —t) 


. — pr elc. 
 d—a,1— x?) 1— a3) —r) i1—ar) i—ı?r) Ba 





-4—_ 





41 — sr) 1—tr) A—.ırsr\i—ıatr) 1—.r?sr) 1—.ı?tr) 


d—r)d— str) A—ar)i—xstr) 








d— .r2r) 1—.r?str) 

immer gültig, wenn wenigstens die eine der beiden Gröfsen s oder £ eine 

ganze positive Potenz von & ist. Es sei der erste Factor des unendlichen 

Productes,. in eine Reihe nach den aufsteigenden Potenzen von r entwickelt, 
(1—sr)1—tr) 


\ - — 1-c rer -cr’-- etc. 
(1—r)(1—str) rei 1 ' P 





so wird das unendliche Product die Gränze, welcher sich der Ausdruck 


] 


1-car + 
x (1 +6, Ir c,x"r + ,.ı” r + elc.) 


| 
. 


or cr” -+- etc.) 
xi+c2r-- narr 4 Ga”r’ -- etc.) 
xi1+to20"r +02" +62” r’+ etc.) 
nähert, wenn man rn in’s Unendliche wachsen läfst. Bezeichnet man diese 
Gränze mil 
1--CGr-OGr-Gr- ete., 
so ist C; eine endliche ganze rationale Function der Gröfsen c,, &, .... €;. 
also auch eine endliche ganze rationale Function der Gröfsen s und f. Ist 
die unendliche Reihe links vom Gleichheitszeichen in der Formel (15.), nach 
den aufsteigenden Potenzen von r entwickelt, 
1+Kır+K;,r’+-K;r'-+ elc., 
so wird RK; ebenfalls eine endliche ganze rationale Function der Gröfsen s 
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und Z, und es gilt die Gleichung 
G=&K 

für ein beliebiges s und für unendliche viele Werthe von /, nämlich wenn 
man für ? beliebige ganze positive Potenzen von x setzt. Aber dies ist nur 
möglich, wenn die Gleichung ©; —= K, identisch ist, also auch für jeden Werth 
von £ gilt, in welchem Falle auch die Gleichung (15.) für jeden Werth von { 
gilt. Es ist hiebei nur erforderlich, dafs die Gröfsen x, r und s/r kleiner 
als 1 sind, weil nur unter dieser Bedingung die nach den aufsteigenden Po- 
tenzen von r angestellten Entwicklungen convergent sind. 

Man erhält ganz auf dieselbe Weise aus der Formel (8.) für den in- 
versen Werth des Ausdrucks (7.) die Formel 

1—)A—M!r , A—s)Ui—rs)1—t(r—t)r? 

en d—-a)i-sr) d—a)1— a2) 1— sr; 1—xsr) 
41— s)A— as 1— a? IA —Mr — (a? —tr® | 
 den)1—ar)1— a3) 1—sr) I—rsr)1—arsr) T . 

_ t—-nd—str) A—ar)i—estr) A—a®r)d—a?str) 

d—sr)1—tr) A—xsr) i—atr) 1—a®sr) 1—a?tr) 
in welcher nur vorausgesetzt wird, dafs x, sr und {r kleiner als 1 sind. Da 
das unendliche Product in Bezug auf s und £ symmetrisch ist, und auch die 
Gränzbedingungen für s und ? dieselben sind, so mufs es auch in der Reihe 
links vom Gleichheitszeichen verstattet sein. s und Z zu vertauschen, wodurch 
man die oben besonders bewiesene Formel (12.) erhält. 

In dem besondern Fall, wenn sich alle vier Gröfsen x, r, s, £ gleich- 
zeitig ihrer gemeinschaftlichen Gränze 1 unendlich nähern, gehen die Reihen 
(15.) und (16.) in die Form 

0: a(@+1)-9 1) | 

KELLNERN u. 
über. Dieser Gränzfall ist schwieriger zu behandeln als der allgemeine, in 
welchem z um eine beliebige endliche Gröfse kleiner als 1 ist, und es sind 
die Gröfsen &, ?, y noch, wie man weils, gewissen besondern Bedingungen 








16. 











.,-. 





zu unterwerfen, damit die Reihe convergire. 

Die hier gegebne Interpolationsformel (13.) ist der Kulerschen Inter- 
polationsformel des Productes 1.2.3....n analog, aber sie ist einfacher und. 
wenn man will, elementarer als diese. Die Kulersche Interpolationsformel, und 
zwar in ihrer noch heut gebräuchlichen Form, gehört zu seinen ersten bekannt 
gewordnen Arbeiten. In der von Herrn Staatsrath von F'ufs herausgegebnen Cor- 


respondenz findet sich nämlich in dem ersten Briefe Kulers an Goldbach vom 
27* 
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13. October 7729 das Product 1.2.3.... 22 bereits durch das unendliche Product 
1.27 2-m,3 Zi-m 4 Am,5 
1+m 2m - Babe... 4m 

ersetzt. Kuler hat in dem 3ten Theil seiner Differentialrechnung im 16ten 

Capitel „Von der Drfferentiation der inexplicabeln Kunctionen” $.382 die 

allgemeine Regel gegeben, dafs das Product A.B.C....X, wo X der x" 

Factor, X’, X” etc. die auf A folgenden sind, durch das unendliche Product 

7 ee DER a 
5 de hs te 7 Aa 
interpolirt wird, wenn logÄ für ein unendliches x verschwindel; dagegen 
durch das unendliche Product 
Ax Br Al (0x Alm 
nr 

wenn erst die ersten Differenzen der Reihe log X, log” etc. für ein unendliches 

r verschwinden. Im folgenden Capitel „Von der Interpolation der Reihen” 

$.399 giebt er noch für den Fall, wo erst die zweiten Differenzen der Reihe 

log A, A, X” etc. für ein unendliches x verschwinden, die Interpolationsformel 


eic. 














A-B-C....X 
c( JB v(z—1), AY(X- DK Bl ee v(x-1) B3x-DK v2) 0x@-x) D4x(x-D 
ae | = u ( yn 


Der hier betrachtete Fall gehört zu der einfachsten Classe, weil der Factor 
log(1—r.x") selbst schon für ein unendliches 2 verschwindet, während der 
Gränzfall. wo r und x sich der Einheit unendlich nähern, zu dem nächst fol- 
genden schwierigern gehört, wo erst die ersten Differenzen der Logarithmen 
der unendlich entfernten Factoren verschwinden. 

Ich erwähne gelegentlich, dafs Kuler in dem nächst folgenden Briefe 
vom Sten Januar 1730 die Darstellung der Interpolationsformel von 1.2.3....n 
durch das bestimmte Integral Sda(—Ix), giebt und die Formel, 


"1-2-3....9 [I 1% 3P | | 1) 24 B. :- et 1) 


a .. [dx (27 Lanjr) 





— fdx(—Ie) a 
wo die Integrale immer zwischen den Gränzen O0 und 1 zu nehmen sind. 
Er bemerkt, wie für y=1, g=2 mittelst dieser Formel der Werth von 


[dx(—Ie) durch die Kreisperipherie erhalten wird. 
28. Juni 1846. 
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20. 


Verwandlung von Reihen in Kettenbrüche. 


(Auszug eines Schreibens des Dr. E. Heine, Privatdocenten in Bonn, an den 
Prof. ©. G. J. Jacobi in Berlin. ) 





D:. Meinung ihres geehrten Freundes, dafs die allgemeine Kulersche Kelten- 
bruchformel, welche jetzt ihr hundertjähriges Jubiläum feiert, auf die Ausdrücke 
angewandt werden kann, die neuerdings Hr. Fursenstern im 27" und 28°” Bande 
des Crelleschen Journals behandelt hat, bestätigt sich. Auch jene alte Formel 
giebt für alle diese Ausdrücke einfache Kettenbrüche, bisweilen dieselben, bis- 
weilen verschiedne, aber immer eben so stark oder stärker convergirende wie 
die von Hrn. Eisenstein mitgetheilten. Dabei führt sie auf ein regelmäfsigeres 
(seselz und supponirt durchaus nicht, dafs Reihe und Keltenbruch in’s Unend- 
liche fortlaufen. 
Die Eulersche Formel ist 


A—-B+C—-D4E-Fle = 42, » 


E+ ete. 
Damit man ihre Anwendung auf begränzte Ausdrücke vor Augen habe, stelle 
ich sie so dar 


| /- ‘ \ 1 
1-YM)FPR).. Tym)=- | 


a, 














ut a, 
a,+t1 — —— Ay 
hd 
“rt a, +1. 
j dn—i 
mtl 
g(m—1) | 1 | i 
wo 4, == a.=——— D — —1- —, so kann 
y(m) ’ gl) "ie iu) ge Iis,—K'’ \ 
a, +1 
man den Keltenbruch von Anfang kürzer so schreiben: 
1 
a, 
ı  a,+1— etc. 
Um ihm gleich eine für viele Beispiele bequeme Form zu geben. setze ich 
1 b 
Ge, = dd 





@ßm ur 2 
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wodurch er die Form 
1-4 PR)... +y(n) 


2 l 4 u ah Ka aß, b’ 





Bu aß,b 
Ted Dies, 





Ba a ß.bi_ı 
b, +0 Pr Dan 


annimmt. Ich erlaube mir jetzt, einige Beispiele dieser allgemeinen Formel 





hinzuzufügen. 











1 .- 
s am "2 2n—1 . 
it — I — 


 A+Hpiz 
Hier ist 











| De Bi 
priz ;„, 08, Pr q ’ b, ». 


yn)= 4", Ww= 
4 a >. h .. .. ’ . - 
Selzt man g° für q und g’z für z, so erhält man hieraus die Keltenbruch- 
entwicklung von 7 un 77 z. B. für 4=5=1 wird 


1--g2 +2’... . + etIgr 





N 


en 


wa 

+2 

a 
2 





2 
7 2 q°2 


Bir 1+°3. 


[57 


[A] 





. 
nr Een "2 
1+9 a er 


Für 2-1. g—=w”' wird dies der von Hrn. Eisenstein gegebne Kettenbruch: 
die Beschränkung, welche derselbe hinzugefügt hat, dafs »w eine (n-+1)" Wurzel 
der Einheit sein müsse, zeigt sich daher als unnöthig. 

II. In ihren Fundamentis S. 187 (14.) findet man die Formel 

















2VK _ 4y 4q° 4° , 4" 
7 re rg Tr Fr eier 
Die Kulersche Kettenbruchformel giebt die beliebig begränzte Reihe: 
Ag , 4g® Audlın+n) 
Tau Beer, 
4q 





— 1—- .-, rTA+p? 3 2)2 
I+g+ 1—gq? +4 (1-+4q?) 





+ A Da 


” aa 
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Setzt man hierin —g für g, n—=x, so erhält man den Keltenbruch für 
BER a0. Hl e n 
—— in einer andern als der von Hrn. Eisenstein gegebnen Form. 

II. Hr. Claussen hat, wie sie in ihren Fund. S. 187 anführen, der 


Lambertschen Reihe 





, Ab Es 7° DL 
1—yq ger | 1—q° | 1—g: H etc. 


die Form 


















































4+4 hunn 
nn 
gegeben. Wenn man statt Kt die beiden Terme rn setzt und 
dann die Kulersche REN anwendet. so erhält man 
9 
an g’ Br o1+7 „irg 
g: gan -g ——g Br 1000 .q"" gan 
Mar L q* na u , — 
d4—g ner 41—q? 1 1—gq" Hier 
7 
— (1— m)? 
1—q-— 1 q?(1—q)? 
1—ı? an Pd)? lg) 
1—g* Pe 1798 a, 
/ 2 
ne yd 7) ga (1- ne} ) 
I en ai - 
/ 149 -—-— PÄA—g?) dagal on gr pe gr 
7 1+q? ns 7 ] 
1i—? —: 
ER + irm 
1-4 y" 


Der erste dieser beiden Kettenbrüche wird für a—=x der von Hrn. Kisenstern 
gegebne. Hätte man die Kulersche Kettenbruchformel unmittelbar auf die von 
Claussen der Reihe gegebne Form angewandt, ohne jedes Glied in zwei zu 
zerlegen, so würde man nur die Hälfte der Glieder gebraucht haben. 
IV. In der Introductio von Euler findet man die Formel 
A+)A+FDAHF DAR)... 
| Fe d 0 .E 

EUR ALTERS IN 7 d— 1) —g°) 7 

Für die begränzte Reihe giebt die Kulersche Kettenbruchformel 


6 33 
1 —- elc. 











I Fn) zn 











1 Es 12 » q?°2? su 
1—y4 ! A—-)il—1) ' A—)i— ..(1—q”) 











un 21. 21) 
I | + rn q?d—q?)z 
i— +43 — ; „ kr q"1)2 





At 
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Der in's Unendliche sich erstreckende Kettenbruch wird daher dem Produet 
1--g)/1.-g)A--g)(1--g°).... gleich. Er ist von dem von Hrn. Eisenstein 
milgetheilten verschieden, aber eben so bequem; für z=1 vereinfacht er sich 


noch wesentlich. indem dann alle Nenner —1 werden. 


Man kann auch die Verhältnisse der vier Ausdrücke. 
Atys)itgz)irg2)..., (Adstg)isgYr)itgz)...., 
welche Hr. Eisensteen mit A-- Bi, C--Di, E--Fi etc. bezeichnet, in pas- 
sende Reihen entwickeln, welche sich durch die Kulersche Formel in Ketten- 
brüche entwickeln lassen, die zwar eben so convergenl, aber etwas complieirter 
als die von Hrn. Krsenstein mitgetheilten sind. Ich habe diesen Gegenstand 

nicht weiter verfolgt, sondern bin zu einem andern übergegangen. 


Sie haben mich während meines Aufenthaltes in Königsberg auf die Wich- 
tiokeit aufmerksam gemacht, welche jeder besondre Fall hat, in dem man aus 
einer unbestimmten Anzahl lineärer Gleichungen, deren Coöfficienten ein gegebnes 
(jesetz befolsen. die Unbekannten durch einfache Formeln erhalten kann. Sie 
bemerkien. dafs jedesmal, wenn die Nenner der Näherungsbrüche eines Kellen- 
bruchs, in den man eine Reihe verwandelt hat, sich einfach angeben lassen, hier- 
durch ein solches System lineärer Gleichungen indicirt wird. Ein Beispiel hiervon 
oab der Kettenbruch in der Abhandlung von @aufs im 3ten Bande der Göttinger 
Comment., „über die zweckmälsige Wahl der Abscissen bei mechanischen Qua- 
raturen.” Sie halten diese Betrachtungen noch auf andre Fälle ausgedehnt, und 
forderten mich auf, allgemeine Untersuchungen in Bezug auf die Reihe 
1.1 er 1 CHA IRRE ade 

Fi 2.7+9) 
anzuslellen. Ich fand dort bald, dafs, wenn @==1, die betreffenden Sysieme 





lineärer Gleichungen sich in unbestimmter Anzahl auflösen lassen, und man dadurch 
ein einfaches Geselz für die Nenner der Näherungsbrüche erhält. Diese Unter- 
suchungen habe ich jetzt auch in Bezug auf solche Ausdrücke angestellt, wie 
sie im Vorstehenden in Keltenbrüche verwandelt worden sind. Die Reihe 


h Bar: ieh 1:06 
I+ya+ a gar gar + etc. 
z.B. denke ich mir in einen Kettenbruch von der Form 
1 


ad t 4 


1 + —- 4x 
| 1 2* 
r I + etc. 


verwandelt. so dafs, wenn man 
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ee‘ 


« x — 0), 
1 + e, nn 4 IR 











5 A,„_ıX 
cr + a, 


setzt. wo P,, und P;.;ı, Q@;, und Q,,_, ganze Functionen der n'" Ordnung sind. 





. Yy . P, . . . . . . . rg “ 
die Entwicklung von 5- bis zu den in =” inclusive multiplieirten Termen mit 
Yn 


der vorgelegten Reihe übereinkommt, durch welche Bedingung diese Funclionen 
bestimmt sind, und mittelst lineärer Gleichungen gefunden werden können. Ihre 
Auflösung giebt mir in dem angegebnen Beispiel 

an. ap PO FrA— gr) d— gr) 

















BE BE a: 2: n „n(2n+1) „’ 
RE . te (1 — q°”) . Be ( 1 a 1°”) ( | Zu ze \n „n(?n— 2 
a er (pur” 7 rager ner TEE arzt 9 znael 


Wenn man diese beiden Ausdrücke mit 1--92-1-g°&°-- etc. multiplieirt, so 
müssen alle Potenzen von x von ıx"*' an bis respective x” oder x" ver- 
schwinden. Zwischen drei aufeinanderfolgenden Q geben diese Ausdrücke die 
Gleichungen 

O..41 —. u — "20-1: 

On = On ur (1 Yan y") x Oan_:; 

O; Done 0,—qye, VO, == 1. 

Vergleicht man sie mit den bekannten allgemeinen Formeln, welche dazu dienen. 
mittelst der Nenner «,, a, etc. des Kettenbruchs nach und nach Zähler und Nenner 
der aufeinanderfolgenden Näherungsbrüche zu bilden, so erhält man hiedurch 
umgekehrt die Nenner des Kettenbruchs @;,,ı = — 9", a„—=g""(1—g”). 
Der so gefundne Kettenbruch ist von dem obigen verschieden, und derselbe. 
welchen Hr. Dr. Kisenstein gegeben hat. 

Die Methode, die hier erwähnten lineären Gleichungen aufzulösen, ge- 
denke ich in einem besondern Aufsatze an diesem und mehrern andern Bei- 
spielen zu erläutern. Von einigen Arbeiten über complexe Keitenbrüche, welche 
gelegentlich diese Untersuchungen veranlafst haben, hoffe ich ihnen und Hrn. 
Prof. Dirichlet nächstens etwas vorlegen zu können. 

Bonn. den 14. Juni 1846. 





Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXXII. Heft 3. 28 
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21. 
Über die Reihe 


N) —1) ,;,(-Nyrt— N — N) —1),, 
- — -7-+ z’--.... 
N) —1) ° g- DV N —1) 


(Aus einem Schreiben des Herrn Dr. Heine in Bonn an Herrn Prof. Lejeune Dirichlet.) 











Es war meine Absicht. Ihnen etwas über imaginäre Keltenbrüche mitzuthei- 
len. Da ich aber in der letzten Zeit und seit ich Herrn Prof. Jacobi ge- 
schrieben habe, der Ihnen ohne Zweilel meinen Brief gezeigt hat. auf neue 
Untersuchungen gekommen bin, welche mich jetzt ganz beschäftigen, so er- 
lauben Sie mir, Ihnen über diese einige Andeutungen zu geben und das, was 
ich über imaginäre Ketltenbrüche zu sagen hätte, für eine spätere Mittheilung 
aufzusparen. 

Sehr viele Reihen, darunter auch solche, auf welche die elliptischen 
Functionen führen, sind in der allgemeinen Reihe 


AP —A) | FI ME-NEH—A) | > 


.*+ 








— —7 + . er 
Yu) 7 ED HE 1) | 
enthalten, die ich zur Abkürzung mit (ea, P, Y, 9, €) oder, wenn keine Zwei- 
deutigkeitl möglich ist, mit p(«, ,y) bezeichne, gerade so wie es bei der 


hypergeomelrischen Reihe 





E'(a,ß,y,&) =1+- fr - Sen AP .. 
/ .-. Fr 1) 
zu geschehn pflegt, in welche unser p für y==1 übergeht. Es scheint mir 
nicht uninteressant, die g ganz ähnlich zu behandeln, wie Gaufs die F' in 
den „Disquisiliones generales eirca ser. infin.” untersucht hat. Ich will hier 
nur Nüchtige Andeutungen zu einer solchen Übertragung geben. Es entspricht 
jedem F' im $. 5. der Disquis. gen. eine Reihe 9. Einigen Formeln ent- 
sprechen zwei oder mehr verschiedene p, nämlich denen, in welchen « oder 5 


. 4 . . .. . . Y t .. 
unendlich werden. So hat die Reihe für e’, nämlich F (1 MM, 1,-) für k—x. 
ı 


zwei analoge, nämlich 


(1,k,1.9, 7), y(1,%k,1, 9, —t) 
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für k—= ©, wenn man im ersien Falle 91, im zweiten 9<Z1 voraussetzt. 











Die erste Formel giebt die Reihe rg 
1. | 12q | t?q° 2, u Veeill . 
AT TRITT D 


die zweite 
!? 13 


8 TEEN. | L i% jr 
4 (I)? —1) De) ’—N) | 








Diese wird aus der erstern erhalten, wenn man — g£ für £ und dann für g 
‘ 
setzt. Beide Arten, das Unendliche in den Gröfsen «, ?, 7, x vorkommen 
zu lassen, sind verbunden in der Formel 
RE! De ER RE 2 R Eu Es 
1-g0q TER Tee gli—h ‚1,A, Fir q’ ) 
für A und 4 unendlich und y<<1. 
Ich füge hier einige Formeln hinzu, die bei der Vergleichung der 


functiones conliguae von Wichtigkeit sind: 
| ’ | 1 ) 
y,ß,ygar.gtrt) —=p («, P,Y; rL x) „ allgemein 


a BE 1 
p(0,ß,y,g 0. (ec, BY; z x") und 


2 > (4 —1 ( P—1) | | : 
pa, ß, 7,9 92) — P(, By, x) = | en ler Ph yrhne). 





Von den Gleichungen zwischen den F'iunctiones contiquae will ich hier 
einige Proben geben, und zwar werde ich jede der anzuführenden Relationen mit 
der Nummer versehn, die ihre entsprechende bei @aufs $.7. in der Sectio 1. hat: 

(V) (TI -Dyaß) Tg —1)ple+1,P,7 
— T—-NY)yl,P,y—1) = 0, 
(VL) 2 d-H)DylaB)— (P—Nyple—1,P,7) 
— 27 -NylB,y+N) = 0, 
IX. (1) ag No, Y)+P—1)yla—1,P,Y) 
— (YA HIrE)yaBy7—D = 0, 
RV) (DET HN)Gla,ß,7) 
— a Dpl,ß,y+1) 
— (FDA R)pla,ß,y—1) = 0. 
Ich füge noch eine Formel hinzu, deren analoge sich bei @aufs in demselben 


Abschnitt findet: 
(PN —1) 





(IX) 9-47) —-9&P,)= Pat rplerl,ß- 1,72). 
25 * 
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Auf die Formel (XIX.), die sich leicht aus der Definition der g er- 
giebt, läfst sich genau dieselbe Methode anwenden, vermittelst welcher Gaufs in 
der Sectio II. aus seiner Formel (XIX.) sehr allgemeine Kettenbrüche ableitet. 





Man findet durch dieselbe 


Y (@, ß; Y» I; X) 


wenn man selzl 
(7 — 1) (=? —1) 








en DH. 1; 

© . abde It PN) ers, 
( _ ar — 1) ’ 

dd, = ar IN) rs; 





(t—l)t’—1) / 


elc. 

















1 
ae: dr 
_ 4:* 
EB... 1... 
1— etc 
en: (r—i)(grr-—1) , 
TU rt —1) 7° 
—_. r—)(gr=—) 0: 
Wr 1 
P+ a +3—a__ 
FE (q 1) (q7 ger: 





(Pr—1)(tr—1) 


Ist im besondern Fall 5=0, so entsteht, wenn man 7—1 für y schreibt: 


F(a,1,7,9,%) — 


Wo 
q—1 


dd _— - . — - 
q! -1 





DEE ; 1) (7 — 1) 
d; 2 (AH—1)(drR—1)? 
EUR. siin..n. men. 
nn (qrt ’—1)(qr+?—1) a 





d- 


etc. 


Die übrigen Kettenbruchentwicklungen , 
auf ähnliche Art übertragen. 























ax 
4, 

— etc., 
alu (g—I)(—I1) 
Tl) (r'—1) 
FE (P—1)(gr*'=—1) 
TER (AR)? 
RR EEE 1) 


RT) 


welche @aufs andeutet. lassen sich 


Aus den beiden vorstehenden Formeln folgen, wie man auf der Stelle 
sieht, unter andern die Kettenbruchentwicklungen, die Hr. Eisenstein im 27ten 
und 28ten Bande des Crelleschen Journals in drei verschiednen Abhandlungen 


„egeben hat, 


Bonn Juni 1846. 
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22. 
Über die Reduction des Integrals 


fe dx 
Sara 
auf elliptische Integrale. 


(Von Herrn Prof. F. Richelot zu Königsberg. ) 








I dem vorgelegten Integral 
fr dx 
vtri—x°) 
soll fx eine rationale Function von x bedeuten, und das obere Zeichen gelten, 
wenn das Argument x innerhalb der Grenzen —1 und +1, das untere hin- 





gegen, wenn das Argument x innerhalb der Grenzen —..—1 und -1..—- x 
. - 1 er i 

enthalten ist. Führt man statt x die Gröfsen — r, =, —— ein, 50 redueir! 

man das Integral, wenn x in den Intervallen —1..0, 1..0, —x..—1I 


liegt, auf ein ähnliches, dessen Argument zwischen 0 und 1 enthalten ist. Hie- 
nach bleibt nur das Integral 

I x frdr 

; ii-a®)’ 


in welchem die obere Grenze die positive Einheit nicht überschreitet, zur Re- 
duction auf elliptische Integrale übrig. 
Man kann eine jede rationale Function als ein Aggregat einer geraden 
und einer ungeraden Function desselben Arguments darstellen, und daher 
fx = F(x)+xF,(x*) 
setzen, wo F'(x’) und #\,(x°) rationale Functionen von x’ sind. Setzt man 
aufserdem z’= 2, so erhält man 














T- Fz dz 2dz 
4. F: fx Er Ren. 
( ) vida— I tl (1— 2°) 
wo das zweite Iingpel we scher ein elliptisches ist. die Substitution 
z 1. geht das erste in 








1+v)F l. 
FÜR GER: ... BE ul Ki: Ti, i 
I) VEi=2) — "2 A 
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(-x’) 


über, wo das Argument v in den Grenzen O .. tangı forlschreitet. während 

x in den Grenzen 1 .. tang}ı enthalten ist, und umgekehrt, so dafs man 

eigentlich nur für das Intervall O0 .. tang4ı die Reduction auszuführen hat. 
Zu dem Ende setze ich 

langgn —z 

1+ ztangtr 

wo das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn & sich im Intervall O .. tang, 


an ’ l 
— +rlangsıyw, 


und das untere, wenn & sich im Intervall tang!x .. 1 befindet. Aus dieser 
Substitution ergeben sich folgende Formeln: 
| 3 — tanein- rg 
8° 1-+yw.tangin ’ 








2 (1+ w tang? A) 
= u “In) = 
(1 rtang AR) IF Yo.longi sm)? 


\ r R (i+yw)(lt+yw.tang? 4r) 
—oI’ — — WU “1; _ — 
l (1 lang In) (l-+-yw.tang? In)? 


m 
2? 
N} 





27 


dw 
Y(wÜEyw.tang? jmj?) 





N 


dz — Fitlangta (1 -+-tang’}ı) 


und hieraus die Umformung: 
Fz.dz a 1 (1+ywtang? An) /IT.dw 
y(z(1—3*)) IB 2y2.c0S47 Y(e(l—w)(l— wlang* ı In)(A+wtang? Ir ‚z))” 


Grenzen von 3 .... 0 .... tang Sg . 
| für das obere Zeichen. 
ee Me Eh \ 
Grenzen von & .... tangdız .... 1 


IR AN 
wo // das Resultat der Substitulion des Werthes (B.) von z in der Function 








für das untere Zeichen. 


F'zx und also eine rationale Function von yıo ist. Man kann aber das Product 
(1+yw.tang’ır) IT 


stets auf die Form 
IT, w+ ywIT,w 


bringen. worin /J,w und /7,;w rationale Functionen von w bedeuten, und 
erhält daher schliefslich folgende Umformungsgleichung: 


Ve 


FE ER. JS II, w- dw 
T372.cos! II Ylw(l— w) (1 — w tang* 4r)(1 + wtiang? 4n)) 
1 ’ II,w- dw 























— 


2y2.cos% y((l— w) (A— wtang* 4) (1 +tang? 4r))’ 
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+(1-x") 


welche für dieselben Grenzen wie die vorige gilt, und in der die beiden In- 
tegrale rechts elliptische Integrale sind, welche sich leicht auf die Normalform 
derselben reduciren lassen. 

Setzt man nämlich im ersten Integral 


cos? p 





w — . 
1 —tang* Ir sin? p 


so geht dasselbe, wenn man die durch die Substitution dieses Ausdrucks in 
die Function /7,w hervorgehende Function durch P,(sin’y) bezeichnet. in 


1 I »  P, (sin?) dp 
v2. Y( a grsin?g) 





über. wo für das obere Zeichen die Grenzen von w: 1.... 0, 
- 0-2 —- =. W.... 32, 
und für das untere Zeichen die Grenzen von w: 0....1. 
=, = = - 92 In... 7 sind. 


Ferner setze man im zweiten Integral 





1 — cotang? Ar sin? w 
De == 
1 — tang? Ar sin? w 


so geht dasselbe, wenn man die durch Substitution dieses Ausdrucks in die 
Function /Z,;w hervorgehende Function durch P;(sin’ıw) bezeichnet. in 


cotanggrı f'”? P, (sin? w) dw 
y2 A Vi tang? }asin®w) 








über, wo die Grenzen von w: 1....0, 





- .- .-.-. v9:0.... arcsin = tang}ı 
sind. Man erhält hienach folgende Umformungen: 


(C) 72/ Zaun 


+ _P, (sin? p) de v  _P, (sin? ı)dı 
une / ı ( p) A -- cotang dr / —— ——— ) ve . 
y(l—tang?zrsin?Y) u y(1—tang? 4 sin? «) 
0 0 




















 dz 
D) y2 / en 
( ) } Y(z( (1—2*)) 
fi P, (sin? p) dp v PP, (sin? ıy)dw 
—— + colang 
Yang} ztsin? 2) Y( aa me tr sin? ap) ” 
wo die Argumente p und vw aus dem Aurel x durch die Formel 
N) /2(1—2z 2(dl—2) . 
(E.) tanginsing —= Tr ee 12 
bestimmt werden, und Y, 2, y respeclive die Grenzen 
37, tangiı, arcesin = tanglı 











fx dx 
+ (l— x 
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nicht überschreiten dürfen. Die Functionen P,(sin’y) und P,sin’w werden 
durch die Gleichungen 




















2 P, (sin?) 
cos«4 a,f/i—tang? Izsin®g —c u 4 I rsin2ıp) 
4 tane’ An ——— „x -— \F( 5 # $—cospy(l—tang gsin?p) 
“ yıl—tang* yrsin?p) 5 
1— tane’Iı- nn Be szsin?p-+ cospy(l—tang*4rsin? )) 
989° v(l—tang*4rsin?g)) 5 j 


2 P;(sin’yw) — 


1 lang? a ee A In sin?w)(1— cotang? In BEE) 


\ 
laneo’ In | ee 
7 ’ |— cotang? 4zsin? „\ 5 











1 — tang? An sin?) e. v((l—tang?4 „rrsin?y)( 1— colang? Insin?y)) 
2 ag) | ” 2) 


bestimmt. Wenn man die Formeln (C.) oder (D.) in der Gleichung (4A.) sub- 
stituirt. so hat man das Integral 


2° fx dır 
vi“) 
0 


durch elliptische Integrale dargestellt. 


Inn? 
ang’ g-7 | 2 


cotang 





Um für die einfachsten Ausdrücke von fx die Rechnung ganz durch- 
zuführen. werde ich die Integrale 


x dır * gedı 
— und 
J Mr) J Mir) 


0 


durch die obigen Substitutionsformeln CE) 








tang I sing — er sin, 


umformen. Dieselben geben die Gleichungen, 








’ 1-2? ° cotaug gr)? R 1+ ,r 
cos y — ZI, cos’ w — 
/ 4% u / 1+u 2° 
1+x% Ä (1 + .r?tang m)? 
“7 } <i »#* i = a h , eu v 2 ı 9 IM i h Ver 
1—tang Iasing = Im: 1—tang Insinw — a j 
2 (1—.r? cotang 4) (1 + 2? tang Ar) dır 
tane Isinpcospydgy — - = ss — sinweoswdu 
5 f ay d+te22 iny cos w dw, 


woraus man die Umformungen erhält: 


jı - cotang Ir) dır — /- def 
| N va — ır®) (1 —tang? 4rr sin? p) 


(d—.r?c otang za) d.r /- dıy 
) (A—ı®) 95 yıil—tang? Insin® w)' 











En 2:5 Pe .. vYiangtı ....... ß. 
im WE Wossaauuia arena Tl, 
- - - 19:0....arcsin=tangIin....O. 
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Iyram) 
Aus ihnen ergeben sich sofort die Gleichungen: 
Sen af. dg + singe f 
J Ua!) 2y2 y(ii—tang? 4nsin?g) | 4 v(l— tang? Irsinty) 
0 0 
” LE 1 p dp wir 5 dhy 
_ u — —— — — + sin} / u —  —— —  , 
. yvi—.r*) 2y2 J y(1—tang? 47 sin?) J y(1—tang? 4rrsin?w) 
i 
F x?dr ECDE &. dp 1 dıy 
_ —  sın’arı ——— 2 ———— |, 
A (1—.r®) . y(1—tang? yrsin?g) 2y2 / y(l—tang? 4rrsin?y) 
/ x“ rd Re uf" dp 1 “Yy dıy 
- — — sin in — | Ä 2. 
A yvi—ıx®?) . y(l1—tang? 4rsin?g) 2y2. y(1—tang? grrsin?g) 
i 0 


in denen die obern Grenzen 2, p und w respeclive die Gröfsen 
ytang!n, An, arcsin=tanetn 
nicht überschreiten dürfen. Für die bestimmten Integrale folgt hieraus 


fl ee 1 f’ ar da — f" de 
/ vi—ı®) 2sint4nJ/ yi—a®) J y(l—tang? 4zsin?y 


0 








Im 2ten Bande der „Theorie der elliptischen Functionen” S. 383 hat Legendre 
zur Reduction der beiden bestimmten Integrale links das ihnen äquivalente Integral 


} 1 (1+2?)dz 
[2 cost; / 
ET las) 





durch die Substitution 


m 





— Y(2-+y2)tangı, 


1— 22 
In 

1 Yı dm 

y2 J y(1—ı(2y2 — 2)sin? n) 
transformirt. Dieses Integral ist aber so beschaffen. dafs sein Modul sich 
durch die Landensche Substitution in sein Complement transformiren läfst,. durch 
welche neue Transformation Legendre endlich das hier gefundne Integral 

hr dp 

J y(1—(y2—1)?sin?g) 
erhält. Dasselbe hätte auch nach der Methode gefunden werden können. durch 
welche Legendre im 32ten Capitel des ersten Bandes $. 254 VI. allgemein 
die Integrale 











F = 
vAtrr?+öyttrYr°+Br°) 
auf elliptische zurückführt. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 3. 
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« ei . 


Bei dieser Gelegenheit bemerke ich, dafs die beiden Integrale 
/ d.r . (A+Bx)dx 


yv(xzd1—2?)1—h?x22))’? J Ylat—a)i—h?i2r)(1 +Ah?x2)(1+42r)) ’ 
von denen das erste von Legendre im 3ten Bande desselben Werks Seite 333. 
das andere von Jacob? in seinem Bericht über denselben im Sten Bande des Crelle- 





schen Journals Seite 416 in zwei reelle elliptische Integrale zerlegt wird, durch 
2 A y? v2 
die Substitution x = — oder 2 —= -— 
yk k) 


in welcher die ganze rationale Function unter dem Wurzelzeichen eine gerade 


in die eben erwähnte Form übergehen. 


und reciproke vom Sten Grade ist. Sie können also nach der von Legendre 
am angel. 0. für solche Integrale angewandten Methode auf elliplische Integrale 
zurückgeführt werden, wobei es noch verstattet ist, für den Zähler des Ausdrucks 
unter dem Integralzeichen eine beliebige rationale Function von x zu selzen. 


Köniesberge. 3. Juni 1846. 
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23. 
Beweis eines Satzes über elliptische E'unctionen. 


(Von Herrn Prof. F. Richelot zu Königsberg.) 





D.: zu beweisende Satz ist folgender: 
Der Ausdruck 


(1—k sin am « sin am u, )(1-+ ksinam«, sinam«,) 
(1+h sin am u sin am an — ksinam«, sinam«,) 


bleibt ungeändert, wenn man statt der vier Gröfsen v, «%,, %,, 4, respeclive 


3 (U WU-4-U--U;), Ku —u—Uu;,), 4LUu—u—U;), L(Uu—Uu— U,-J-u,) 





selzt. 
Beweis. Aus der 7ten Formel des $. 18. der Fundamenta ergiebt 


sich die Formel 


1+ksin?am4(U+V))(1 Iksin®am4(U—V)) 
1+ksinamÜ sin: — — sp: meer ’ | 
rAsın am U sinam V 1_Bın am4(U-+Y)sin?am4(U: V) 





Der obige Ausdruck geht daher in folgenden über: 


(1—ksin?amy(a-+,))(l+ksin?amz(u—u,))l+ksin?ams(u,+u,))(I—ksin?amy(u,—;)) 
(1+Kksin?ams(u +, ))(I—ksin2am4(u—u ,))(1—k sintams(u,+u,))(14+ksin2am$(re, )’ 





welcher. da 


u-+u = Yun +n- Wu) 4(ur w—w—U;), 
u.+u, — 1(u N un) —4(Uur w— mn —U;). 
u—u = 1u—u, +— u) —4(u— u — WU, + U;). 
w—u, — 1u— u + —)—4(uU— u — U, --U;), 


durch die angegebne Veränderung ungeändert bleibt. 
Nennt man den vorgelegten Ausdruck ww, und bildet die Gröfßsen — , ——. 
Bei I+w 


so erhält man einen zweiten Ausdruck, welcher nach obiger Substitution unge- 


ändert bleibt. 
(1+%k sin am sinam«,)(1+ksiname, sinam«,) 
1 — k? sin am « sin am«, sin am «, sin am, 


Königsberg, den 21. Juni 1846. 


en ——— iii 
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24. 


Über eine neue Methode zur Integration der hyper- 
elliptischen Differentialgleichungen und über die ratio- 
nale Form ıhrer vollständigen algebraischen 
Integralgleichungen. 


(Von Herrn Professor Dr. €. G. J. Jacobi zu Berlin.) 


Icn werde das System Dilferentialgleichungen 

















dr, u he Ä dr, 0 

yA, | YA, TE yAn ae ’ 
ZU 5 Zul He 

: - . r i ; ae / , —— 0. 

vAÄ, YA, VA, 

1. 2 ad, iu, A: 0 

h nz‘ | | “ eo... 7 ERTL: —_ D 
et, , BEE u 7 

4... ..tr_ 0, 

\ yA, YA, An 

in welchem Ay. Aa, .... A, dieselben ganzen Funclionen 2n'" Grades re- 


speclive von den Variabeln x,, 2;, .... x, sind, und 22 ist, mit dem 
Namen eines Systems hyperellipüscher Differentialgleichungen bezeichnen. 
Man weils, dafs sie durch rein algebraische Gleichungen vollständig integrirt 
werden können. Wenn A\, und A, vom 4'" Grade sind, hat Euler gefunden. 
dafs das algebraische Integral der Gleichung 

dr, 3 Ele. 2 0 

va,'yA, 


eine Gleichung zweiter Ordnung zwischen den beiden Gröfsen 





2 + und m,%: 
ist. Die algebraischen Integralgleichungen eines Systems hyperelliplischer Dif- 
ferentialgleichungen hat man noch nicht in rationaler Form dargestellt, dürfte 
auch dazu von den bekannten Formeln aus durch Anwendung der gewöhn- 
lichen Regeln zur Fortschaffung der Wurzelgröfsen nur mit Mühe gelangen. 
insbesondere wenn man eine solche rationale Form der Gleichungen zu er- 
langen wünscht, welche die Gewifsheit gewährt, dafs sie durch keine Combi- 
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nalion derselben vereinfacht werden kann. Ich habe daher eine neue Inte- 
gralionsmethode ersonnen, welche direct zu den rationalen algebraischen In- 
tegralgleichungen eines Systems hyperelliptischer Differentialgleichungen und 
zwar in ihrer einfachsten Form führt. Das von Euler gefundne Resultat wird 
hiedurch verallgemeinert. Ich finde nämlich, dafs das System von n—1 ra- 
tionalen Gleichungen, durch welche das oben aufgestellte System hyperellipti- 
scher Differentialgleichungen vollständig integrirt wird, 
aus einer Gleichung zswerten Grades zwischen der Summe der Gröfsen 
Cs Zas .... 07. und der Summe ihrer Amben und aus 2—?2 andern 
Gleichungen besteht, miltelst welcher durch diese beiden Gröfsen die Summe 
der Ternen, Quaternen etc. und das Product der Variabeln fnreär aus- 
gedrückt werden. 
Ist X die Function unter dem Wurzelzeichen. wenn man .r die Variable nennt. 
so mufs zur Bildung dieser Gleichungen die Function Ä durch die Form &#®°— RT 
dargestelli werden, wo #, S, T ganze Funclionen von x vom n"" Grade 
sind. Die hiebei willkürlich anzunehmenden constanten Gröfsen geben, wie bei 
Euler, die willkürlichen Constanten, mit denen die rationalen Integralgleichungen 
behaftel sind. 
Ich betrachte die Gleichung 
Ry--2Sy-T =0, 
wo R, 8, T ganze Functionen von x vom n“" Grade sind. Dieselbe Gleichung 
nach 2 geordnet sei 
2. Ye’ — Yen" +N,2"”....z, = 2,’+2S,4T7T=0, 
wo Y, Yı. .... Y, ganze Functionen von y vom 2" Grade sind. Durch 
Differentiation dieser Gleichung erhält man 
dr 2 dy 
ky+S T n Ya! — (n—1) Yar?.... IV.-ı 





Nennt man 
u er 


die n Werthe, welche x für ein gegebnes y annimmt, und A,, 8, 7; die 
durch Substituion von 2=x,;, aus R, 8, T' erhaltnen Ausdrücke, so kann 
man dieser Differentialgleichung die Form 

dx; h 2dy song 








vs’—R;T) |! Yınz-a,) (0 —X,)... (2; —,) 
geben, wo im Nenner des zweiten Gliedes der verschwindende Faclor 2; — w, 
auszulassen ist. Ist P, eine rationale Function von x;, und dehnt man die 








222 24. 0.6.J. Jacobi, über hyperelliptische Differentialgleichungen. 


Summen auf die n Werthe von ? aus, so erhält man hieraus 


P; dx; 
= Be rn 
. y (5; R; T;) ) 0 dy 0 y) 





wo die Gröfse 
2 P; 


ner Y Pr (x; er x,)(8i— X.) Dee (x; > un 





mittelst der Gleichung (2.) eine rationale Function von y wird. Ist insbesondre 
P, eine ganze Potenz von x;, deren Exponent kleiner als n—1 ist, so ver- 
schwindet @. Man erhält in diesem Fall das oben aufgestellte System hyper- 
elliplischer Differentialgleichungen (1.), wenn man auf irgend eine Weise drei 
sanze Functionen R, 8, T vom n‘" Grade so bestimmt, dafs 





SS—-RT ze X 
wird 
Selzt man 
(FI) 2)... (7-7) = "— uw"... Hu. 
wo 4, die Summe der Gröfsen 7,, 2%, .... X,, und %,. u, etc. die Summe 
ihrer Amben, Ternen u. s. w. bedeutet, so erhält man aus der Gleichung (2.). 
Y 4 Y, 
3 u=<—. Wa, .... uU, = ——: 
} u ° s } 


Aus den beiden ersten dieser Gleichungen ergiebt sich durch Elimination von y 
eine Gleichung zweiter Ordnung zwischen ®, und %,. Denn die sechs Grölsen 
„» Pu, fa, Te: Paar! 
werden ganzen Functionen von y vom 4" Grade gleich, welche aus 5 Termen 
bestehen, und man kann daher, wenn man diese sechs Gleichungen mit con- 
stanten Factoren «, ? etc. multiplieirt und addirt, eine Gleichung von der Form 


0 


erhalten. Man kann ferner, wenn Y,„ eine der Functionen F,, Y,,.... Y, 


a+ Pu +yw+du +euw-+Lu = 





ist. Y als einen lineären homogenen Ausdruck von Y,. Y., Y,„ darstellen. 
Fo sr, eh En 
WO Zus Ans Um Constanten sind, wodurch man zwischen je drei Gröfsen a,. 
u;., u, eine Gleichung von der Form 
Zn U Im Ur UmUm — 1 
erhält. Es findet daher zwischen den Gröfsen %,, %. .... 4, eine Anzahl von 
n —1 Gleichungen Statt, von denen eine von der zweiten Ordnung ist und die 
andern lineär sind. Man sieht zu gleicher Zeit, dafs es unmöglich ist, diese 
Gleichungen. insofern man sie als Gleichungen zwischen den in den vorgeleg- 
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ten Differentialgleichungen (1.) enthaltnen Variabeln betrachtet, in eine ein- 


fachere Form zu bringen. 
In den Ausdrücken von R, 8, T kann man einen Coöffiecient —- | 


setzen; aulserdem aber kann man immer noch drei Coöfficienten beliebig an- 
nehmen, ohne dafs hiedurch die Allgemeinheit der Integralgleichungen beschränkt 


. ” . MyrNn . . 
wird. Setzt man nämlich een stalt y, wo »2,n,p, 9 beliebige Constanten 
sind. welche die Gleichung my— np —-1 erfüllen, so verwandelt sich die 


Gleichung (1.) in | 
ky+28s'y+-T = 0, 


wo 
R—m’R-2mpS-pT, T—n’R--2ngS-+gT, 
S'’—mnR--(my+np)S+pgaT, SS’ — RT—SS— RT. 
Man kann daher die Constanten m, n, p, q z. B. so bestimmen, dafs in S zwei 
Coefficienten —=0 werden, und ein dritter einen gegebnen Werth erhält. Hierdurch 
redueirt sich die Zahl der in den Integralgleichungen enthaltnen Constanten auf 
3(n--1)—4 = 3n—1. 

Die Zahl der in den Dilferentialgleichungen vorkommenden Constanten ist aber 
nur 2n, weil dies die Anzahl der Goöfficienten von Ä ist, wenn man einen 
derselben —=1 seizt. Da sich aus den angegebnen » —1 Gleichungen zwischen 
den Grölsen %, %, .... %, durch Einführung der Gröfse y die Gleichun- 
ven (3.), und aus diesen durch die obigen Betrachtungen die Differentialgleichun- 
ven (1.) ergeben, welche a—1 Constanten weniger als die zwischen den Gröfsen 
U, Urs .... %, aufgestellten Gleichungen enthalten, so sind die letztern die vollstän- 
digen Integralgleichungen des aufgestellten Systems Differentialgleichungen (1.). 

Um die gegebne Function A durch die Form S°— RT darzustellen. 
könnte man alle Coöfficienten in S willkürlich annehmen, und hätte dann nur 
S°’— X in zwei Factoren R und T' vom n'”" Grade zu zerfällen. Dies erfor- 
dert aber die Auflösung höherer Gleichungen. Man wird mit Ausziehung von 
Quadratwurzeln ausreichen, wenn man folgendermafsen verfährt. 

Man bestimme, etwa durch die sogenannte Lagrangesche Interpolations- 
formel, eine ganze Function S vom (n—1)'" Grade, welche für 2 willkürlich 


angenommne Werihe von &, 
d,, dı. .n% A,» 


dieselben Werthe annimmt, wie die irrationale Function YA. Nennt man diese 
Function S, so verschwindet SS — A für diese n Werthe von x und mufs also durch 
T = f(x — a) —a)....(0—a,) 
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Iheilbar sein, wo f ein constanter Factor ist. Nennt man den Quotient R, 
so sind A, 8, T die verlangten Functionen. 

Man könnte Ö$ auch vom n'" Grade annehmen. und noch die Bedin- 
sung hinzufügen, dafs es für einen neuen Werth «a einen bestimmten Werth 
erhalten soll. Nimmt man für letztern wieder den Werth von YX für 2 = a, 





so würde man noch von # einen lineären Factor, nämlich z— «, kennen. 


Für = 0 redueiren sich die Werthe von ©, 23, .... r, auf 


n 


4.» Ga»... A,. Man erhält also, wenn man die Funclionen R, 8, T' auf 
die angegebne Art bestimmt hat, die a—1 Iranscendenten Gleichungen, 


fr 2. da, y- 2 dx, | di. yr dı, 0 
. YyAı 5 yA: r. vA, 


dt da, «ad 
| n 





wo »ı jeden der Werthe O0, 1. 2. .... a—2 annehmen kann. 
Die Zeichen sämmtlicher Wurzelgröfsen YA; werden durch den Werth 
der einen Gröfse y mittelst der Gleichung 
Ry-+8S, = yÄ, 
bestimmt. Man hat daher für zwei der Variabeln x; und x,. 


te du 5.4 .. 1u 2. ke 





durch welche Gleichung die Wurzelgröfsen von einander abhängen. Wenn y 
von O an sich continuirlich ändert, so werden auch die Gröfsen yÄ‘, respective 
von y4; an sich continuirlich ändern, wenn man A; den Werth von X für 
x — a; nennt. Das Zeichen jeder Wurzelgröfse yXÄ‘; wird daher auch aus dem 
Zeichen von y4A; durch die Bedingung der Continuität bestimmt. 

Man setze jelzt U’X für A, wo Ü eine ganze Funclion von x von 
der »“" Ordnung bedeutet. Es seien ferner R, S, T' ganze Funclionen von 
x von der (n--»)"" Ordnung. welche die Gleichung 

S’— RT = U’X 
erfüllen. und #,,. 2a, »... 7,;, die Wurzeln der Gleichung 
Ry’+2Sy+T = 0, 
die einem Werthe von y entsprechen. Man erhält dann die Differentialgleichung 
dr; 2ay 


— =, 


UyA; " Yuan —8,).... (Ki— np) 








wo F der Coefficient von =”'? in der zwischen & und y aufgestellten Gleichung 
und U/; der Werth von U für = x; ist. Multiplieirt man diese Gleichung 
mit =" U;, wo m wieder die Werthe O0. 1. 2. ..... n—?2 annehmen kann. 
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und summirt für alle an--p» Werthe von ?, so erhält man, indem man dem m 
seine a—1 Werihe giebt, folgendes System von n—1 Differentialgleichungen 
zwischen den n-+-p Variabeln x, &2, .. 2,4p» 











m — | dr, rp 
ie a a EV. 
Y- \„ } p 
Li _ + 2 en „ie eh erde X! Ln +n2 dr, Bu Fra 0 
yX a ae Fr, 
3. Fr Y- n+p 
n—? . n—? » ‚n—?2 
war de, , az ’da, 1 n+n da,;, RU 








"EP re 3 ia Ze > 
Setzt man 
BB Te Fr I Fe a: 
und nennt %,, %, u, etc. die Summe der n--p Variabeln &,, ©, .. X,,,- 
die Summe ihrer Amben, Ternen etc., so erhält man 
ee u, — Er u: RL 


und hieraus ergeben sich durch Elimination von y die algebraischen Integral- 





u, so 


gleichungen des Systems der Gleichungen (3.), nämlich eöne Gleichung zweiter 
Ordnung zwischen w, und z, und andre n--p—2 Gleichungen, welche ,. 
durch gi und , lineär bestimmen. Setzt man 


—= fr — a) —a)....(2—4,4))> 


wo f eine FREE ist und man, ohne die Allgemeinheit der Integralgleichungen 


ir 6 Wars 


zu beeinträchligen, für p-+-1 der Gröfsen a,, @, .. @„,, bestimmte Werthe an- 
nehmen kann, so wird S eine ganze Function (np) Ordnung, die, wenn 
man für x die n--p Werthe a,, @&, .. a,,, setzt, dieselben Werthe wie 
die Funclion UyX hat. Es wird dann S’— U?’X durch T theilbar und der 
Quotient wird die Function &. Die mit den algebraischen Integralgleichungen 
identischen transcendenten werden 


73 r, ar, u Bea er, } I Be 
« TR r VAntp 


a, An+p 
so dafs man auch auf Bas neuen Wege die Addition auf eine beliebige 
Zahl Variabeln ausdehnen kann. 





Wenn man wieder die Zahl der Variabeln auf rn beschränkt, und zwi- 
schen %, und w, eine beliebige Gleichung zweiten Grades annimmt, so enthält 
diese 5 Constanten; wenn man ferner w,, w,, .. a, auf beliebige Art lineär 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXIT. Heft 3. 30 











226 24. (. 6. J. Jacobi, über hyperelliptische Differentialgleichungen. 


durch «, und «, ausdrückt, so enthält jede Gleichung, durch welche dieses 
geschieht, zwei Constanten. Die Zahl aller in diesen Gleichungen vorkom- 
menden Constanten ist daher 5+3(n—2)=3n—1 oder gleich der Zahl der 
in den Differentialgleichungen vorkommenden Constanten (der Coöfficienten von 
A, wenn man einen derselben —=1 setzt) plus der Zahl der willkürlichen 
Constanten, welche die vollständigen Integralgleichungen enthalten müssen. Da 
man nun gezeigt hat, dafs letztere immer in die angegebne Form gebracht 
werden können, so folgt umgekehrt, dafs jedes System algebraischer Gleichungen 
von der angegebnen Form immer das System vollständiger Integralgleichungen 
von einem System hyperelliptischer Differentialgleichungen (1.) ist, wenn man 
die Coöffieienten der Function X unter dem Wurzelzeichen durch die Con- 
stanten der algebraischen Gleichungen gehörig bestimmt. Wenn man aber die 
angegebne Form der rationalen algebraischen Integralgleichungen für n-+p Va- 
riable anwenden will, so können hier nicht mehr alle Constanten der Gleichungen 
beliebig angenommen werden. 
Man kann das gefundne Theorem auch folgendermafsen darstellen: 
Selz! man 
fi) = (ba"4b,2""+b,2""....+05,) 
(ca +02" +092"°....+6) 
— (ar +a,2"+02""....+4,), 


so werden die Differentialgleichungen 











dr, dr AXn Ms 0 

4 — er ee 
Fa) T Vo) fer) 
ee en EN, 
Yvf(xı) ' vVf(w)  vflan) 

ar dr, ad, u 0 
Wa) A en? 
E ra EEE u © u 


va) Ta) N Yflen) 
vollständig integrirt, wenn man für X, , £r, .... x, die Wurzeln der Gleichung 
ar tat tmEt.... +0, 
— (b2"1b,2”'"+b,2”"”....-+b,)c08sp 
(ea + a 2""+092"°....+6)5ingp 
seizt, wo g einen veränderlichen Winkel bedeutet. 
Den 14. Juli 1846. 
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23. 
Neue Eigenschaft zweier Kräfte, durch welche ein 
Kräftensystem ersetzt werden kann. 


(Von dem Herrn Geh. Hofrath und Professor Dr. Schweins in Heidelberg. ) 





u: Soi ein Kräftensystem durch zwei Kräfte Q,, Q,, ersetzt werden, 
so müssen dieselben nicht allein die gleichgerade fortgehenden Kräfte A, B, C 
nach den Richtungen der Coordinaten-Axen, sondern auch die gleichen Mo- 
mente N, M, L um die Coordinaten-Axen x, y, z erzeugen. Wenn ÄX,, Y,,Z, 
X,,, Y,,, Z,, die Seitenkräfte und &,, y,, &,, &,,, Y,,, %,, die Coordinaten der 


Angriffspuncte der beiden Kräfte Q,, Q,, sind, mufs also sein: 


EXT) BTL; CoRiR, m 
2. Lh= Y, 1, — 2, Y,+y,2Z,— 2, Br 


M = 2,X, —x,2,42,X,—r,Z,, 
N=2Y,—y,X-+z2,Y,—y,X,- 
Je nachdem nun A, B, C, oder X,, Y,, Z,, oder X,,, Y,,, Z,,, oder x,,y,, 2,- 
oder £,,, Y,,, &,,, oder mehrere von diesen zugleich eliminirt werden, entiste- 
hen verschiedene Gleichungen, unter welchen ich folgende besonders hervorhebe: 
3..2,(Y,Z,—Y,Z)+y,4,X,—2,X)+2,XY,—X,Y,) 
—- LA, + MY, - NZ, — 0 und 
4. 2,(Y,Z,—Y,Z)+y,(Z2X,—2Z,X)+x2(XY,—X,Y,) 
— LX,—MY,— NZ, = 0, 
die. wenn 
L—-y,2,+2,Y,=L, L-y,Z,+2z,Y,=L,, 
M—2z,X,+r2,2,=M, M-—z,X,+zx,Z,= M,,, 
N—ıY,+yX%=N, N-—-z,Y,-+ty,X,=N,, 
gesetzt wird, auch folgende Gestalt annehmen: 
5. X-L,+Y,-M,+Z,N,=0 und 6. X,L-+Y,- M-+Z,-N, —0. 
$.2. Im Anfangspuncte der Coordinaten-Axen nehme ich zwei Kräfte 0’, 
(', an, parallel und gleich den Kräften Q,, Q,,. Da ihre Seitenkräfte A,, Y,,Z 


’ 


und X,,, Y,,, Z,, mit A, B, C im Gleichgewicht sind, so sind auch diese 
beiden Kräfte 0 und Q,, mit £, der Mittelkraft von A, B, C, im Gleichgewicht, und 
liegen folglich mit dieser Mittelkraft & in einer und derselben Ebene. Für diese 
Ebene (0 Q,, E) ergiebt sich durch das bekannte Verfahren folgende Gleichung: 
7. 2, Z,—Y,„Z)+y4,X,— 2, A,)+2(A,17,—A,Y,) = 0, 
welche ausdrückt, dafs die Ebene zu den beiden Ebenen (3.), (4.) parallel ist. 
30 * 
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Da nun in dieser Ebene (7.) die Kraft Q/, liegt, und in der zu ihr paral- 
lelen Ebene (3.) der Angriffspunel der ihr parallelen Kraft Q,, sich befindet, so 
liegt auch in der Ebene (3.) die Kraft Q,,. 

Eben so wird bewiesen, dafs in der Ebene (4.) die Kraft @, liegt. Also: 

S. Die beiden Kräfte O, und Q,,, durch welche ein Kräftensystem er- 
setzt werden kann, liegen in den parallelen Ebenen (4.) und (3.). 

$. 3. Die Gleichungen der Hauptdrehlinie oder der Axe der kleinsten 

Drehmomente des Kräftensystems sind bekanntlich: 








._ B,ıCK-NR _ __6,,—BK+ME: 
wo K—=AL-BM-+-CN md EP=4-+B’-0? ist. 


Diese und die identische Gleichung 
A \ Y, Zn — Y,,Z,)-+ B(Z, X,— Z,A)+C(cX, Y,„— X, Y,) == 0 
sehen folgende Eigenschaft der parallelen Ebenen (3.) und (4.): 
9. Die parallelen Ebenen, in welchen die Kräfte Q, und Q,, liegen, 
sind parallel zu der Hauptdrehlinie des Kräftensystems. 
Mit dieser Eigenschaft ist nothwendig folgende verbunden: 


10. Die Linie, welche zu den beiden Linien, in welchen die Kräfte Q, und O,, 
wirken, senkrecht ist,liegt in einer zu der Hauptdrehlinie senkrechten Ebene. 


n) 


$. 4. Es findet noch eine dritte Eigenschaft Statt, auf welche hier das 
Hauptgewicht gelegt wird, nämlich: die Linie, welche zu den beiden Linien Q, 
und Q,, senkrecht ist, oder welche durch ihre beiden nächsten Puncte geht, liegt 
nicht allein in einer zur Hauptdrehlinie senkrechten Ebene, sondern geht auch 
durch diese Hauptdrehlinie selbst. 

Diese Wahrheit bedarf zu ihrer Begründung mehr Rechnung. Sind 

au yaer +b, 9, | u 0x2 9, 

I =ac+b, s —=q,0-+ß,, 2 —=0,2-9, 

die Gleichungen dreier Linien, von welchen die letzte senkrecht zu den beiden 


ersten ist und durch ihre beiden nächsten Puncte geht, so ist bekanntlich 
a+a ee; 0! 
, my —np’ '"  mg—np’ 
wo h=au—a.o, m—=—qa4+a+al, n=a—a-+a,h, 
P=—4,+0,+teh, g=a—a-+o,h, 

0 —= p(b,m— bn) —m(ß,p—Pg), 9, = g(b,m —bn)— n(P,p—Py). 
Die dritte Linie E soll zugleich durch eine vierte Linie gehen. Diese vierte Linie 
sei die Hauptdrehlinie, deren Gleichungen oben in $. 3. angegeben sind. Die Be- 
dingungsgleichung, dafs die Linie E die genannte Hauptdrehlinie durchschneide, ist 


y=er-Pp, 











bu. a PB 
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— NE? 
s_? _ CK — : E 
D Pen AE 
ö 5 A 9 —bh + ME? 
dr Sion IE 


Ich willnun beweisen, dafs diese Bedingungsgleichung (D.) in dem Falle Statt findet. 
wenn X und B diejenigen Linien sind, in welchen die Kräfte Q, und @,, wirken 
Beweis. Die Gleichungen der Linien A und ® sind jetzt: 








BR es.“ RLLIIE 

>, u‘ P ) ' } A /1 ya u; - 
a. et + A D. m Zu ı.M, 
A A Pe 


Zur Abkürzung werde gesetzt 
Y,Z,—Y,Z, = CY,—BZ, 
Z, A,—Z,Ä, N AZ,— CA, 
A, Y,— A,Y, — BA,—AY, 


\ 


BZ,—CY, = 1, 
CX,—AZ,, ui, 
AY,„—BA,, US 


\ 


| 









































++ = 9 — IA, +4 Y, = m,, —1,,Ä, +42, == u, 
—1, X, I, Y„= Pr» . I, Ay Pr a 
M,,m,+N,,n, = D, M,p,+N,g =D, 

Dann ist 

d — Y Ad — EZ GB Ze Y, Bu Zu 

/ y AH A, e MR A), E Se: ÄA,, > 
N,, M,, N, M, 
ee a TE ee 
—/ “ l, l l 
—u— RL — a 
a ri ie ne: 
u RANDE. Pr bie A 
RT Br A Er ET 
M,d,—N,P, l,ı 
—nD — a 
ai Aue AN NN 
ap p,DA,,—m,D,X,  Aypl q,DX,—n,D,X, i 
BrBT ö _ X: N u 
mithin, wenn 9,DX,,— m,D,X, — U und 9, DX,,—n,D,X, —=V gesetzt wird: 
U V 
- ,vX,X,’ nm WAX,X, 


Die Bedingungsgleichung (D.) für das Durchschneiden der Linie CE und der 
Hauptdrehlinie des Kräftensystems ist also 
D Al,—Bil, UAE? — (CK— NE?)1,vX,Ä,, 
+ 








Al,,—-Ct,  VAE*+HBK—ME)I 0A, N, 
Diese Bedingungsgleichung mufs verschiedene Umwandlungen durchlaufen, ehe 
sie in einer Gestalt erscheint, die schon früher als wahr anerkannt ist. Zuersi 


bemerke ich, dafs B(Al,— Bl,)+C(Al,,— Cl) = — E’], ist. 
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Ich setze den dadurch entstandenen Factor E? bei Seite und führe die Producie 
wieder ein, welche durch U und V vertreten werden. Die Bedingungsgleichung 
wird folgende: 


(Al, —Bl,)(Ag, DX,,— An, D,X,— Ml,vX,X,,) 


ne (Al,,,—Cl,)(Ap, DX,,—Aın, D, X,+ N, vX, X) — Kl,vX, X, ar 
Ferner ist 
(A /„—Bi,) 49, (Al,,— Ci)p, ME —1, ®, 
— (Al,—Bl,)n,+(4l,,— Cl)m,= —Iv, 
— (A I,—Bi,), N— (A un CL) N—Ki, BE: —A (LE, —- MI, 4- NI,,,). 


Durch diese Gleichungen erhält die Bedingungsgleichung folgende einfachere Gestalt: 
D; . DA, + D, Ä, + (L I, + MI, Tr N1,)X, Ä,, y 
Für D und D, führe man jetzt die durch sie vertretenen Producte ein und setze 
nach N.2. M, = M—M, und N, —=N-—N,, und zugleich 
m, A,—Pp, A, = —I, l;, n, A,—q,Ä, — Ll,, 
P, +, A, =I1,Y,; In An I, Zu. 
Die Bedingungsgleichung ist dann folgende: 
u. M,, AT 4 N,, I, + A, (LA, + M Y,, + NZ,,) zn 0, 
oder. wenn für M,, und N,, die ihnen entsprechenden Gröfsen gesetzt werden: 
Dd,.. LA, -MY, + NZ -+2,,+y,b+ 2,1, = d. 
Die Bedingungsgleichung für das Durchschneiden der beiden Linien, nämlich 
der Hauptdrehlinie des Kräftensystems und der Linie C, welche durch die beiden 
nächsten Punclte von Q, und Q,, geht, ist also keine andere als die schon im An- 
fange der Untersuchung aufgestellte Gleichung (3.). Daher folgender Satz: 

11. Die beiden Lanien, in welchen zwei Kräfte wirken, durch die ein 
Kräftensystem im BRaume ersetzt, oder durch welche das Gleichgewicht 
hergestellt werden kann, durchschneiden rechtwinklig eine Linie, die 
durch die Hauptdrehlinie des Kräftensystems geht und senkrecht zu 
derselben ıst *). 

Dieser Satz, den ich bei einer andern Untersuchung über Mechanik fand, halte 
ich für eine der Hauptwahrheiten bei zweien das Gleichgewicht herstellen- 
den Kräften. 

Durch den Beweis, den ich hier gegeben, wollte ich nur die gefundene 
Wahrheit aufser Zweifel setzen. Mit dem Aufsuchen eines einfacheren Beweises 
kann ich mich jelzt nicht befassen; ich mufs dies Andern überlassen. 


*) Man kann sagen: Die beiden Linien, in welchen die beiden Kräfte O, und Q,, 
wirken, durchdringen rechtwinklig einen Hebelsarm, der an der Hauptdrehlinie, als Dreh- 
axe, senkrecht angebracht ist. 


— no ——— EIER 
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26. 
MEMOIRE 


sur les differentes manieres de se servir de l’elastıecıte 
de l’air atmospherique comme force motrice sur 
les ehemins de fer. 


Une de ces manieres conslitue les chemins de fer afmospheriques 
proprement dits. 
(Par l’editeur.) 


(Suite du No. 3 au premier et No. 14 au second cahier de ce tome.) 





Locomotives a air de seconde sorte, oü l’air comprime n’est introdunt 
dans les cylındres de propulsion, que durant une partie de la course 
des pistons. 


a. Description de ces locomotives, et de leurs effets. 


43. 


On a observe que les machines ä vapeur n’ont pas leur plus grand ellet, 
si on laisse entrer la vapeur dans leurs cylindres pendant foute la course des 
pistons, de sorte que Zou£ le volume des cylindres puisse se remplir de vapeur 
de la meme tension que celle de la chaudiere; on a trouv& qu’il est plus 
avantageux de fermer ä la vapeur l’entree dans les cylindres, avant que les 
pistons aient fini leur course, de sorte que la vapeur entree seulement pendant 
une partie de la course des pistons, puisse se delater, et de ceite maniere 
pousser les pistons avec une pression toujours decroissante jusqu’ä la fin de 
la course. L’experience a fait voir, que l’economie de force et de combustible 
qu’on obtient par ceite detente de la vapeur est tres-considerable. 

Or comme la vapeur et l’air comprime, quant ä la force de propulsion de 
leurs tensions, ont parfaitement les m@mes proprietes, il faut que ce qui a le trouve 
pour les machines & vapeur, le soit pareillement pour les machines @ «ir, et par 
consequent pour les locomotives a air. En effet, il est clair que si l’on fait agir la 
tension de l’air comprim& de la maniere decrite ($. 32. B.), savoir si on laisse 
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sorlir du eylindre l’air comprim& qui a pousse le piston, par ex. de gauche a droite 
(dig. 13), aussitöt que le piston commence son mouvement retrograde, afın que cet 
air comprime ne s’oppose pas au piston, et que celui-ci ne trouve devant lui que 
de l’air afmospherique: il est clair, dis-je, qu’alors cet air comprime s’en ira 
en pure perte, et qu’on eprouvera la perte d’une force effective qui peut-etre 
pourrait encore @ire utilisee. On peut m&me avancer qu’il serait plus avan- 
tageux, el le plus avantageux, de ne laisser entrer dans le cylindre qu’une 
masse d’air comprime telle, que sa tension, si le piston a continu& sa course 
jusqu’au bout, ait diminue par la dilatation jusqu’a celle de l’atmosphere seule; 
et de fermer ä l’air comprime Ventree dans le ceylindre, deja dans le moment 
ou il n’a fait que cette partie de sa course, proportionnee ä la dilatation men- 
tionnee; car Fair qui sort a/ors de devant le piston, quand celui-ci fait son mou- 
vement reirograde, n’a plus de force effective qui puisse encore eire ulilisee: 
I n’a plus que la tension de l’atmosphere elle meme, de sorte qu’il n’y a plus 
alors aucune perte. Le calcul ci-dessous ($.46. H. et Z.) prouvera que cette 
prevision est parfaitement juste, et que le profit qu’offre cette disposition de 
la machine est considerable. 

Avant d’entrer dans ce calceul, nous aurons a donner le detail de la de- 
seriplion des changements & apporter dans la construction d’une locomoltive ä 
air pour obtenir le but demande, c’est-ä-dire pour operer la detente de l’air 
comprime, qui est entre dans le cylindre pendant une partie de la course du 
piston. La machine elle möme n’eprouvera pas de changements; il s’agira seu- 
lement d’une autre construction des eylindres et des tiroers. 

44. 

A. Supposons que l’entree doive dejä etre fermee a l’air comprimee 

quand le piston n’a encore acheve que la partie 

324. AU = % (fig. 19) 
de sa course tolale AD = A,D,=4. La figure 19, II. represente les cercles 
que decrivent autour du centre de l’essieu, les manivelles des roues de propul- 
sion et les plus grand rayons des excentriques, qui impriment aux tiroirs leur 
mouvement de va-et-vient. La bielle et les tiges des pistons ne sont pas 
representees ici comme dans les figures 13 et 16; cela etant superflu. 

B. Supposons que la face gauche du piston se trouve en A (fig. 19, 1.) 


quand le bras de la manivelle est dans la position AZ (11); en 3 (I.) quand 
la manivelle esten 2Z (11); en C (1.) quand la manivelle est en CZ (11): 
en 2 (1.) quand la manivelle est en AZ (li.); et que la face droite du piston 
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soit en E, (I.) quand le bras de la manivelle est dans la position KZ (11.). 
en F, (I.) quand la manivelle est en FZ (II). et qu’enfin la face droite du 
piston se trouve en A, et la face gauche en A (I.) quand le bras de la ma- 
nivelle est rentre dans la position AZ (II.), de sorte we AB (1) = AB, (11.). 
AC (1.) = AC, (IM), AD (I) = AD, (1), DE, (1) = DE, (11) e! 
D,F, (1.) = DF, (1.). 

©. Comme dans le cas oü l'air comprime pousse le piston, cet air 
ne doit entrer dans le eylindre que pendant ses courses de A en Ü et de D, 
et F\, il faut que pendant que le piston fait le reste de ses courses de € 





en D et de F' en A, les tuyaux d’entree de l’air 1 et 2 soient fermes tous 
les deux. Or comme dans les locomolives de premiere sorte a un seul tiroer 
(fig. 13), Vair qui se trouve devant le piston, et qui est chasse par ce piston. 
ne peut sorlir que par l’un ou par l’autre de ces deux tuyaux, cet air serait ici 
enferme dans le cylindre, si les voies de sortie elaient fermces toutes les deux: 
le piston en conlinuant sa course le comprimerait, et l’air comprim& s’oppo- 
serait a son mouvement, au lieu de lui &tre utile. Par cette raison, il est 
clair qu’un seul tiroir ne peut suffire iei; au moins non pas sans lui donner une 
construction tres-compliquee. Mais deux tiroirs, comme la figure 19. I. les in- 
dique, avec deux exceniriques pour chaque cylindre, seront parfaitement propres 
a fonctionner dans le cas present, avec les memes facilite et simplicit@e que le 
seul tiroir dans les locomotives de premiere sorte (fig. 13). Voici comment. 
(Les figures ne donnent qu’une esquisse de la construction.) 

D. Soit V (fig. 19. 1.) le tube et w,«,, la soupape d’entree, et X le 
tube et «@,o,, la soupape de sortie de l’air. Soit «Z (fie. 19. 11.) le plus grand 
ravon du premier excentrique qui conduit la soupape a,a,, (1.), et «eZ (11.) 
le plus grand rayon du second excentrique qui conduit la soupape «,«,, (1.). 

Supposons que le premier excentrique soit dans la position «Z (II) 
et la soupape a,a,, dans la position a,a,,, tandis que le bras de la manivelle 
est dans celle «Z (11). En meine temps soit le second excentrique dans la 
position @&Z (11.) et la soupape «,c,, dans la posilion e,«,,. Cela etant. les 
tuyaux 1, 2, 3 et 4 seront fermes tous les quatre. 

Maintenant, si la manivelle parcourt l’angle AZB—= aZb (11.). de sorte 
que la face gauche du piston se meuve de A en B (1.), le premier excen- 
trique aZ (11) passera de aZ en 5Z (II), et la soupape a,a,,, qui est 
poussce par cet excentrique en sens oppose au moyen d’un levier a deux 
bras. comme dans fig. 13, passera de a,a,, en d,5,, (1.); l’autre excentrique 
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FA, (11.) passera de eZ en PZ (langle «ZA etant suppose egal a AZB). 
et la soupape «,e,, tiree par ce second excentrique, en sens direct sans levier, 
passera de «,«,, en P,P,,. Il faut pour cela que la largeur de la bouche du 
tuyau 1 ne soit pas moindre que de,. Donc, pendant que le bras de la ma- 
nivelle a parcouru l’angle AZB, le port 1, ainsi que celui 4, a ete ourert, 
tandis que les ports 2 et 3 ont el fermes comme auparavant. L’air com- 
prime pouvait done enfrer derriere le piston dans l’espace AB du cylindre 
par le port 1, et l’air devant le piston pouvait sortr par le port 4. 

Si la manivelle, en conlinuant sa rotalion, parcourt l’angle BZU— bZc 
(1I.) et que par la la face gauche du piston passe de B en Ü, le premier 
excentrique prendra la position eZ (11.) et la soupape a,a,, passera de b,b,, 
en c,c,, c’est-ä-dire elle ren/rera dans sa premiere position @,«,,; le second 
excentrique &Z (11.) prendra la position „Z (l’angle #Zy etant suppose egal 
a BZU— 4ZC), et la soupape «,«,, passera outre, de P,/,, en y,7,,. Donc 
pendant la course de la manivelle de B en C, les tuyaux 1 et 4 ont eie 
encore ouverts et les tuyaux 2 et 3 fermes; en tout point comme auparavant. 
L’air comprime a done pu entrer derriere le piston dans l’espace AC (1.) du 
eylindre pendant toute la course de la manivelle de A jusqu’en € (11.). 

Si la manivelle passe oulre, de en K (Il.), de sorte que le piston 
passe de son cöle de © en K (1.), le premier excentrique passera de Ze 
en Zk (11.) et fera continuer a la soupape a,a,, (l.) sa course de c,c,, jusqu’en 
k,k,,: le second excentrique passera de Zy en Zx (Il.) et fera egalement 
conlinuer a la soupape «@,«,, sa course de y,y,, en %,%,,. Donc, pendant cette 
partie du mouvement les Zro:s tuyaux 1, 2 et 3 (1.) etaient fermes et le 
port 4 sewul etait ouvert. L’air comprim&e ne pouvait donc plus entrer dans 
le eylindre derriere le piston, mais l’air qui se trouvait devant le pision, pouvait 
continuer a sortir par le port 4. 

Si enfin la manivelle finit son demi-four, en passant de AK en D (11.), 
et en conduisant le piston de K en D (1.), le premier excentrique passera 
de ZA en Zd et fera continuer ä la soupape a,a,, (1.) son mouvement de 
k,k,, en d,d,,; le second excentrique passera de Zx en ZJ (II.) et fera 
retourner la soupape «,«,, (1.) de z#,x,, en d,d,,, c’est-a-dire en a,«,,. 
yendant cette derniere partie du demi-tour de la manivelle, les /ros 
„2.3 (1) etaient ferınes, et le seul tuyau 4 etait ouvert. L’air com- 
prime ne pouvait entrer dans le eylindre derriere le piston, mais l’air qui se 
trouvait devant le piston pouvait encore conlinuer ä sorlir par le port 4. 


Done. 
| 


luvaux 
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Donc lair contenu dans le cylindre devant, ou a la droite du piston., 
pouvait en sorför par le tuyau 4 pendant /ou/e la course du piston deA en D, 
ou pendant tout le demi-tour de la manivelle; mais l’air comprime ne pouvait 
entrer dans le cylindre derriere le piston, ou a sa gauche, que pendant la course 
du piston de A en Ü par le port 1 et le tube V; et c'est ce qui est de- 
mande. Les tuyaux 2 et 3 elaient fermes tous les deux, pendant toule la 
course du piston de A en D. 

E. Pendant le retour du piston de Den A (I.), c’est-a-dire pen- 
dant le second demi-tour de la manivelle, tout se passe comme auparavanı. 
mais en sens znverse. 

Si la manivelle passe de D par KE en F' (Il.),. et que par consequen! 
le piston retourne de D, par E, en F\, le premier excentrique passera de Z4 
par Ze en Zf et poussera la soupape a,«a,, (1.) d’abord de d,d,, en e,e,,. 
et puis de e,e,, en f,f,, c’est-a-dire jusque dans sa premiere position d,d,,. 
Donc, pendant tout ce mouvement le port 2 reste owver!, el l’air comprime 
peut enirer par les tuyaux 2 et V dans l’espace D,F\, du cylindre a droite 
du piston. Le second excentrique passera de ZO par Ze en Zy (II) et 
tirera la soupape a,c,, (1.) de d,d,, par &,8,, en Y,Y,,; il ouvrira done le 
port 3 et fermera celui 4, de sorte que l’air qui se trouve a gauche du 
piston pourra sorför par les tuyaux 3 et X. 

Si la manivelle continue sa rotation de F par L en A (11.), de sorte 
que la face droite du piston passe de F, (1.) par L, en A,, le premier ex- 
centrique passera de Zf (11.) par Zi en Zu et fera conlinuer a la soupape 
a,a,, (1.) son mouvement de f,f, par Z,l,, en a,a,,; il fermera donc les deux 
conduits 1 et 2, et l’air comprime ne pourra plus entrer dans le cylindre. Le 
second excentrique passera de Zy (11.) par Zi en Za, et lirera la sou- 
pape «,c,, (1.) d’abord de Y,Y,, en A,4,, et puis de la jusque dans sa premiere 
position «&,c,,; le port 3 continuera done d’etre ouvert et celui 4 d’etre ferme, 
de sorte que l’air qui se trouve a gauche du piston pourra toujours sorlir par 3. 

Donc aussi pendant tout le second demi-tour de la manivelle, c’est-a- 
dire pendant le re/our du piston deD en 4 (l.), lair qui se trouve derant 
lui (maintenant a sa gauche), peut sorlir par le tuyau 3, tandis que l’air com- 
prime ne peut entrer dans l’espace a droste du piston que pendant la course 
du piston de D, en F,; comme cela doit etre. 

Pendant les tours suivants de la manivelle ce sera toujours la repeti- 


tion de ce qu’on vient de decrire. 


31* 
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F. On voit par la que jamais l’air comprime ne peut entrer ici dans 
les cylindres derriere le piston que pendant les parties AC—=D,F, = % (l.) 
de la course du piston, pour le pousser devant lui. Mais l’air qui se trouve 
devant le piston peut toujours sorfir du ceylindre pendant les courses entzeres 
du piston, de sorte que cet air n'est jamais comprime; seulement la tension 
de !atmosphere s’opposera au pision, et celle de l’air comprim& pourra agir 
sur le piston avec Zoute sa force. 

G. C’est ainsi que se passent les choses dans le cas oü les pistons 
des eylindres doivent meltre en mouvement les muanzvelles pour transporter 
le irain des wagons. Mais il faut voir encore ce qui arriverait si au conlraire 
les munivelles poussaient les p2stons, comme cela a lieu dans le cas oü le 
train descend une rampe si roide que la gravil& produit un excedant de force 
sur celle de la traclion necessaire. 

45. 

A. Le mouvement des deux soupapes a,a,, et a,c,, (fig. 19. I.) est 
absolument le meme, quel que soit l’air qui entre dans les cylindres derriere 
les pistons: comprime, ou non-comprime, ou m&me rarcfie: car ce mouvement 
depend uniquement de celui de la manivelle et des excentriques, c’est-a-dire 
de la rolation des roues de propulsion. 

B. Dans le moment oü le piston commence son mouvement de A 
en D (1.) les tuyaux 1 et 4, comme il a el expliqu& dans le paragraphe 
precedent, s’ouvrent, et les tuyaux 2 et 3 se ferment. Donc, si de l’air com- 
prime n'est pas necessatre pour pousser les pisions, el qu’a sa place on laisse 
entrer par V de l’air a/mospherique dans les cylindres, cet air entire derriere 
et devant les pistons, savoir par 1 dans AC, et par 4 dans CD. Le piston 
n'est done pousse par aucune force, ni en avant, ni en arriere. 

Ü. Mais c’est ce qui n’a lieu que pendant la course du piston de A 
en €. Pendant le reste de sa course de Ü en D le port 4 seul, suivant 
l"explicalion ci-dessus, resie. ouvert, les trois autres luyaux 1, 2 et 3 restent 
fermes. Done il ne peut plus entrer d’air atlmospherique derriere le piston, 
et celui qui a rempli l’espace AC est force de se dilater dans l’espace AD. 
Mais l’espace du eylindre a droite du piston conlinue d’etre en communication 
avec l’almosphere, et par consequent la tension de celle-ei produil une pres- 
sion sur le piston qui l’emporte sur celle de l’air delate ä gauche du piston; 


le piston eprouvera done une resistance, et cette resistance, produite ici, non 
arbitrairement, mais inevitablement, sert a moderer la vitesse du train. 
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D. Aussitöt que le piston relourne de D, en A,, les ports 2 et 3 
s’ouvrent, et ceux 1 et 4 se ferment. Done il entre maintenant par le tuyau » 
de l’air atmospherique dans l’espace DA du cylindre qui ne contenait plus que 
de l’air rarefie. Par le tuyau 2 il entre egalement dans D,F\, de l’air almosphe- 
rique, mais seulement jusqu’a ce que le piston soit arrive en F\. Des ce 
moment le port 2 est ferme pour le reste de la course du piston de F, en A,, 
et seulement le port 3 est encore ouvert. Il faut done que maintenant Fair 
enferm& dans D,F\ se dilate dans l’espace D,A,, tandis que l’air entre par 
le tuyau 3 s’oppose au mouvement du piston. 

E. Done, si on laisse entrer l’air atmospherique dans le cylindre par 
les deux tubes X et P en mä@me temps, aucune force d’air n’agit plus sur le 
piston pendant les parlies AC=D,F\,=k de ses courses; mais pendant les 
restes ÜD= FAA,—=3—%k des courses, un excedant de la tension de l’at- 
mosphere sur la tension de l’air, qui dans le cylindre s’est delate de l’espace A 
jusque dans l’espace A, s’oppose au mouvement du piston. 

F. Si on ne laisse entrer l’air atmospherique dans le eylindre que 
par le tube V, et que par l’autre tube X on met en communication le cylindre 
avec un dassen ferme, que nous designerons par B, le piston poussera d’abord 
a sa premiere course de A vers D dans ce bassin l’air qui se lrouve A sa 
droite, tandis que lair a gauche du piston se dilatera de k en 4. Donc la 
pression sur le piston de gauche ä droite döminuera successivement pendant 
que celle de droite ä gauche augmentera. Pendant le retour du piston, les 
tuyaux 2 et 3 s’ouvrent, l’air du bassin 3 rentre dans l’espace 4,D, dans 
lequel il ne se trouvait que de l’air rarefie; il a done devant le piston une 
tension plus forte que celle de l’atmosphere; derriere le piston, en D, F\,, entre 
de nouveau de l’air atmospherique qui se dilate de DAFR,—=k en D,A, =. 
L’air devant le piston, qui est deja comprime, est pousse de nouveau dans le 
bassin DB, et ainsi de suite; et il est facile de voir qu’ä chaque course du 
piston une masse d’air atmospherique qui remplirait l’espace AÜ—=k, est in- 
troduite dans le bassin B; car cet air, entre par V ä chaque coup de piston, 
ne sort jamais par V, mais toujours par X, et s’introduit par consequent dans 


le bassin 2. 

Donc la locomotive de la seconde sorte a aussi la facult& de puiser de 
l’air de l’atmosphere et de le comprimer dans un bassin pendant la duree de sa 
course. Les pistons &prouvent par la une resistance toujours croissante. Les 
locomotives de la premiere sorte different seulement de celles de la seconde 
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en ce que la machine n’introduit pas iei a chaque coup de piston deux cylindres 
entiers d’air alm. dans le bassin, mais seulement ce/lfe masse d’air qui remplit 
les deux espaces AC et F,D.. 

@G. On pourrait aussi fermer entierement a l’air almospherique l’entree 


par le tube V, par un robinet plac& par ex. tout pres el au dessus de la sou- 
pape @,4,,. tandis que le cylindre est mis en communication avec un bassin 
ferme B par le tube X. Alors aucun air ne sera introduit dans ce bassin. 
hors le peu d’air, qui occupe les tuyaux 1 et 2 et l’espace au dessus de la 
soupape «,@,,. Alors il:s’opposerait au piston alternativement la pression de 
"air du bassin, avec une tension qui de 1 augmente jusqu’a celle que produit 
la compression qui y est effectuee par l’introduction de la masse d’air occupant 
l'’espace AD—= D,A.. 

H. En fermant completement V et laissant ouveri Ä, la tension de 
l'atmosphere s’opposera continuellement au piston. 

I. Si enfin, apres avoir ferne, comme auparavant V, et ouvert ÄX, on 
pouvait fermer A precisement dans les moments oü le piston a fini sa course 
de gauche a droite ou de droite a gauche, c’est-ä-dire dans les moments ou 
l'air devant le piston est sorli, le piston fonctionnerait dans un espace presque 
vide, et il ne serait pouss& par aucune force. Cela ne serait peut-etre pas 
tout-a-fait impraticable, parcequ’on pourrait bien etablir un appareil, au moyen 
duquel, aussitöt qu’il est mis en mouvement, le piston lui meme fermät le 
tube A dans les moments oü il vient achever ses courses de va-et-vient. 

K. Il est clair que les deux soupapes a,a,, et «,«,, doivent marcher 
en coulisses, parceque l’air les presse aussi bien de dehors en dedans que de 
dedans en dehors. 

Nous aurons maintenant ä calculer les effets de la machine que nous 
venons de decrire. 


b. Caleul de Vefjet que la tension de Vair dans une locomotive a air 
de la seconde sorte exerce sur un train de wayons. 


46. 

4. Les notaltions seront les m&mes que celles du ($.34.). 

Comme on l’a fait remarquer ($. 34. D.), l’expression de la differen- 
tielle du moment de la force p ne change pas si celte force, au lieu d’etre 
constante, est variable. Dans les deux cas on a suivant ($. 24. ].) 

325. cM = 2pöx pour un des deux cylindres. 
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B. En ($.34. Ä.) la pression p sur le piston est constante pendant 
toute sa course, c’est-a-dire depuis 2 =0 jusqula ze=?2r—/4, et celle 
pression est 

326. p=4nFfuo (152) pour un cylindre. 

Dans le cas actuel p n’est constant que depuis & = 0 jusqua w — 
AC (fig. 19) = k. Depuis ze — AC—=%k juqua = AD—=?2r—i,p est 
variable, parceque l’air qui a occupe l’espace AC, se dilate peu ä peu dans 
l’espace AD. Le moment M a done ici deux parties differentes, M, ei M,, 
dont l’une doit etre prise depuis 20 jusqu’a 2%, l’autre depuis 2 — A 
jusqu’a 2=?r —=/. 

C. Pour la premiere partie M, on a suivant (325) (p etant constant 
et de la valeur (326)), 

327. cM, = 4n4I’uoox, et par consequent 
328. M —= !n4I’uox-+-const. 

Comme M,—=0 pour 2=0, const. est =0, et x 6tant pose = k, 

on obtient pour Zoule la premiere partie du moment: 
329. M, = }n4°’uok pour un cylindre. 

D. Pour calculer la seconde partie du moment, il faut observer que 
air qui occupe l’espace AC et qui y a la tension 1-4u, se dilate de la 
maniere suivante. Si le piston s’est eloigne de A ä la distance 2 > X, la 
tension de l’air a diminue jusqu’a (1 +), et la force avec laquelle l’air ainsi 
dilate continue de pousser le piston, est d4W2—1, car la tension 1 de 


latmosphere soppose au piston. Donc l’expression generale de p pour toute 
la seconde partie du moment est 


30. pP = 4nfoli+W*t—ı] 
et on a en vertu de (325) 
331. 0; = 4a +W- —1]öx. 


L’integrale de cette differentielle est 
332. M, = 4n4’o[(1-+ w)klog nat z — x] -+ const. 





Comme 2£—=%k pour M,—=0, on a const. = 474° o[k— (1-+ u) klog natk]. 
et par consequent M, — 372 old —- u) klog nat +k— |, et cela, en po- 
sant 2—), donne pour le moment Zolal: 

‚ 2 A : 

333. M, = 1n4 old + u)k log nat + k— |. 
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E. La somme des deux moments M, et M, (329 et 333) donne le 
moment M pour tout un tour des roues de propulsion; car suivant ($. 34. 1.) 
le moment pour le demi-cercle inferieur DLA est deja compris dans l’ex- 
pression (325). Donc le moment total pour un tour de la manivelle et pour 
les deux cylindres de propulsion est 


334 M—= a8°o|(1-4+u)k(log nat +1)— 2] 








F. Ce moment est produit par quatre cylindres d’air comprime a la | 
1-1 


tension 1 u. Designons cette masse d’air par a, ona | 
339.  a=nJI(1--u)k met. cub. d’air aulmospherique. 
Substituant cette expression de « dans (334), on obtient 
A 2 
3. M= o( a— +1 — ——— ). 
FoEm 2 log nat k ri (l-+u)h 


G@. Comme dans celte expression de M la valeur de k est arbitraire, 
il s’agit de savoir, quelle est la valeur de % qui donne le maximum du mo- 

















Kae 2 j 
ment M. Cette valeur sera celle pour laquelle log nat —- +1 27) Ye bien 
= - 2 u, 

337. log nat} — log natk 1-1 — 1; — max.; 
car a est andependant de k. 
La premiere differentiation de (337) suivant A donne 
1 4 
338.0 —— 4 = (E. == ©; 
338 5 T drum 0 max 0 
la seconde differentiation donne 
1 5 TER 
339. er max. 
De (335) on tire 1+-u)k—I=0 et 
4 
340. k= Ita? 
et cela etant substitue dans (339), donne 
2 
sa. — AI — 9 max. 
2)? 
Celle valeur de Ö? max. est fowjours negative, done k — er (340) 


donne effectivement un maxımum, et non pas un minimum. 


H. Substituant la valeur A (340) trouvee pour le maximum dans l’ex- 
pression du moment (334), on oblient M=nJ’o[A(log nat(1+u)-+1) — 2]. 
ou bien 


342. M= n4’ohlognat(1-+ u). 
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Voila le marımum du moment que la masse d’air atmospherique 
343. a = n4’(1-+u)k (335) —= n4°4 (340) 
pourra produire. En substituant (343) dans (342), le moment M pourra aussi 
etre exprime par 
344. MM = aolognat/l u. 

I. La masse d’air atmospherigque a—=n.4°’1 (343) est, comme on le 
voil, precisement celle, qu2 occuperait le volume de quatre eylindres. On 
conelura donc que pour produire le moment maximum, il faut comprimer jusqu’ä 
la tension 1-; . une masse d’air afmospherigque qui occuperait quatre cylindres 
de propulsion; qu’il faut introduire cet air comprime dans un espace AC qui 
est Ja (1 -- u)" partie du volume des ceylindres, et qu’ensuite il faut laisser 
se dilater cet air comprime dans les cylindres m&mes jusqu’a la tension 1 de 
l'atmosphere seule, pendant que l’air pousse devant lui le piston avec une ten- 
sion toujours deeroissanle depuis 1-+« jusqu’a 1. Car lorsque le piston est 
arrive a l’extremite D du cylindre, la tension 1--« de l’air qui le pousse a 


ET er . N Ü N k N n | , . h 
diminue jusqu’a (1 +): = (1 T)—- = (1- u) en (340) = 1, ce qui 





n'est plus que la tension de l’atmosphere. 

K. Sia%, dont la valeur etait arbitrarre, on avait donne celle k—%, 
c’est-a-dire, si on avait suppose que l’air comprime düt entrer dans le cylindre 
pendant /oute la course du piston, comme dans les locomotives ä air de la 
premiere sorte, la valeur de M (334), relative ä cette supposilion. aurait ete 


M—n S’o[(1--u)%(lognat1-4-1)— 4] ou bien 
35. M=n I” uko. 
Celte expression du moment de la force de l’air coincide, comme il le faut, 
avec ce que donne (329) pour A=4, et avec (153. $. 34. L.). 
L. Puis la formule (335) donne pour k=4, 
36. a asıtu), 
et cela, substitue dans (345), donne 


347. M = 04 





Maintenant, si "on veut que 
348. a =, 
c’esi-ä-dire que dans les deux locomolives a air, la meine masse d’air aimosphe- 
rique doive eire comprimee ä la meme tenston 1 + u, oü alors seulement 4 et A 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 3. 32 
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auront des valeurs differentes, on tire de (344 et 347) 








\ . M=uaoclognat(1--u) pour k— A -. 
349. | Iru 
[A - 
1? M = ao: TTS pour k=4, 
et de la 
ab .M 1 - Ä 
30. 2 — = —- log nat(1-- u): 


M 
done le moment M pour les locomotives de la seconde sorte, est toujours plus 


l 
lort que celui M pour les locomotives de la premiere sorte. La formule (350) 


donne 
Pour ı == 2 3 4 5 b 7 S 4) Io 
r N ’ m en ’ u a . 
351. 2 — 1,648 1,848 2,012 2,150 2,270 2,377 2,472 2,558 2,637. 
M 


el ces nombres expriment les multiples que M est de Mm. 

Done il s’en suit que les locomotives a air de la seconde sorte, sont 
beaucoup plus efficaces et plus avanlageuses que celles de la premiere sorte. 
En meme temps les resultats du caleul confirment preeisement ce yw a ele 
avance ($. 43), savoir, qu’on obliendra le plus grand effet si l’on ferme a lair 
comprime l’entree dans le eylindre de maniere que la tension de cet air, qui 
en se dilatant dans ce eylindre pousse devant lui le piston, diminue peu-a-peu 
jusqu’a la tension de l’atmosphere seule, avec laquelle il est enfin chasse du 
eylindre, de sorte qu’aucune force d’air n’est perdue. 


47. 

A. Quel que soit le moment M de la force de l’air (334), ou la 

force de traction, ou la tension 1---« de l’air comprime, a laquelle on veut 
adapter la valeur de A suivant (340) pour produire le maximum d’effet: cette 
valeur de 4, une fois adopiee, ne conviendra plus qu’ä la tension 1 --w meme, 
pour laquelle on a fixe & (tension que nous designerons, pour la distinguer des 
autres, par 1--,), ainsi qu’ä la force de traclion qui Jui correspond. Si une 
fois %k a recu une valeur determinee, il ne peut plus @etre change, au moins 
pendant un meme trajet des wagons, puisque les excentriques, dont la posi- 
tion est determine par la valeur de A, doivent &ire füres sur l’essieu de pro- 
pulsion. Or si pendant le trajet un air, comprime ä une tension zmoins forte 
que 1--«,, est introduit dans les eylindres, parcequ’un tel air suffi£ pour pro- 
duire la force de traclion sur une pente plus faible de la voie, la tension de 
cet air, qui se dilatera pendant que le piston se meut de C en D, ne dimi- 
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nuera pas seulement jusqu’a 1, mais encore jusqu’a une tension encore plus 
faible, et par consequent la pression de l’atlmosphere s’opposera au piston 
vers la fin de sa course. Si au contraire un air comprime a une tension plus 
forte que 1--u, est introduit dans les eylindres, parceque la resistance des 
wagons sur une plus forle pente de la voie l’exige, la tension de cel air. 
qui se dilatera pendant la course du piston de C en D, ne diminuera pas 
completement jusqu’a 1, et il s’echappera des ceylindres avec une tension plus 
[orte encore que celle de l’atmosphere. 

Or la resistance des wagons, ei par consequent la force necessaire de 
traction, est elfectivement loin d’elre eyale sur toute la voie; elle sera variable. 
et tres-variable, si les pentes de la voie le sont: il faut done aussi que la 
iension de l’air comprime introduit dans les eylindres soit egalement tres-va- 
riable. Done il y a a chercher quel sera le moment de la force produile par 
un air comprime a une tension quelcongue 1--u, si une fois la valeur de k 
a ele determinee conformöment ä la tension 1- 


Premier cas de u>u, 


B. Dans ce cas il n’y a aucun changement a faire dans les caleuls 
ei-dessus (8.46. B— E.), car on n’y a pas suppose que l’air comprime düt 
se dilater preeisöment jusqu’a la tension 1. Done on a dans ce cas. de meme 


que (334). 


4 


392. 127 I ol(ı- u) k(log nat | -41)-2]. 


C. Maintenant si k a ete determine de E— que l’effet soit un maxi- 


mum pour la tension 1-;- «,, savoir qu’on a fait 


a en 


I+u, ' 
on obtient,. en substituant (353) dans (352), 





2 


M == n4?° o|(t- DD em (log nat(1 +14) A| ou bien 





j 4 
34... M= TEE 1-- u) log nat(1-+ u) + u— u]. 
D. La masse r air almospherique consumee dans ce cas est suivant (335): 
arr 2 L 
399. Ma ah lt Le) re, 
2 
done M (354) peut aussi eire exprime par 
2 
356. M— „id +)lognat(1--u,) + u — u]. 


32 * 
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E. Si, comme dans les locomolives a air de premiere sorte. on laisse 
entrer l’air, comprime a Ja tension 1 --u«, pendant Zoufe la course du piston. 
on a suivant (349. 2.): 

357. M= ao. —, 
I+u 
en supposant que la meme masse d’air atmospherique a doive entrer dans le 
eylindre comme dans le cas (D.), de sorte que 4 et ) auront des valeurs 
differentes dans les deux cas. 


De (356 et 357) on tire 


2 
N M Nee A 
38. = 1 1 + u)lognat(1 +-u,) u — u,) 
/ = ie u 
um log/1 4) u. logi+mı) 6 
2 | | u 
| h 2 4 
Voila le multiple que le moment M pour k— er est du moment M pour 
1 BR 
7 
I". Si par ex. on avoit adapie A a la valeur 5 de «,, on aurait 
Pour u=b 7 8 y 10 
u 
359. — = 2,257 2,333 2,390 2,435 2,471. 
M 


On voit par la qu'il est encore avanlageux de ne pas laisser entrer 
dans les eylindres l’air comprime pendant fouite la course des pistons, mais de 
ui en fermer l’entree de maniere que pour une tension I-- «,, inferieure a la 
sienne. le maximum de l’effet soit obtenu. 


@G. La löimite de l’avantage ä obtenir est suivant (358) 


2 
> Ä Ä 
360. z — log1+u)+1 pur =. 


Ce profit est done d’autant moindre que u, lest. Pour u,=5, comme ci- 
dessus, la limite est — 2,791; pour u,—=2 elle est 1,693. 


Second cas de u <u,. 


H. La formule (334) ne convient pas ici a loule la course A du 
piston, mais seulement a une partie « de la course, telle, qu’a sa fin la ten- 
sion de l’air ait diminuee jusqu’a 1, c’est-a-dire pour la partie 

361. 2 — (l-+u)K. 
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Done il faut mettre dans (334) (1-+-u)%k a la place de 4. Cela donne 
3 
M, = an 4’o[(1 -u)kllognat(1 +u) -1)— (1 -u)A] ou bien 


362. aM, - — a. Sol u)klognat(1--u). 

I. On ajoutera a ce moment celui qui se rapporte au reste »— (1- u)k 
de la course du piston, pendant leqnel l’air aura une tension moindre que celle 
de l’atmosphere. 

La force qui agit sur le piston est exprimee ici ei comme (330). par 

363. p— In r°o|(1 Lu) = 4 ]. 
done on a aussi suivant (332) 
3 
364. MM, = !ndI°’o[(1 -- u)klognat a — w] + const. 
"bo; ce moment est zero, non pas pour e—=%k, comme dans (D.), mais pour 
2==(] -u)k, et il est complet pour 2 ==4. Done Const. est ici 
— In 01-4 u)k— 1--u)klognat 1 u)k]. 


et on obtient 
Sg 


re. ? / | \ z A / ) \ 

369. M; — 3 Ad old u u)k log BITTE 1- u)k ri 
pour les deux cylindres. 

K. Ce moment, ajoute a celui (362), donne 


v— 


$ 3 3 r 
366. M=M+M, = nd4o A + u)k log “. +(1+ Wk—i| 





u + u)k(log nat = +1) — .]. 


i 
et dans celte expression il y aura a substituer la valeur ir. we k doit avoir, 
f 


si l’on veut que l’effet soit un maximum pour la tension 1--u,. Cette sub- 


stitution donne 
y i+u e 
M—= a ,(log nat (14 w,) +HD-R] ou bien 

nr mn 





. M— [A tw) lognatt 4) 4 um] 


L. Cette expression est comme on le voit, precisement la möme que 
celle (354) dans le premier cas u — ı,. Donc on a aussi dans le second 


cas, comme (358): 


M 4 . 
368. = se [1-+w)lognai+w)+-u— u]. 
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Cela donne dans l’exemple ci-dessus de «,=5 (F‘) 





Pour u = 4 3 2 | 
Y 
369. 2 — 1,989 1,722 1,187 — 0,4166. 
M 


Done la seconde sorte des *locomolives a air est encore avanlageuse. 
Mais pour «—=1 le piston n’est plus pousse par l’air dans le cylindre, car 
1); (369) est alors negaltıf. 

M. L’expression du moment de la force de l’air comprim& elant par- 
[aitement la m&me dans les deux cas, « > u, et u <Zıu,, on a indistinctement 
pour une valeur quelconque de u: 


Ma PO er 
Id. M = Its, [(1 u) log nat(1 - 1) TR —- u]. 
Voila expression de l’effet que produit sur les manivelles pendant un 


tour des roues de propulsion la pression 1--u de l’air comprime, introduit 








’ j 
dans les eylindres pendant la partıe u 11° de la course des pistons. La 
a. 
masse d’air almospherique consum&ee pour cei ellet est 
q= . 1+u 
31. ana Te. 
I-+u, 


Avant que d’appliquer ces formules a la traction des wagons, il faut 
encore voir ce qui arriverait, si l’air introduit dans les cylindres, au lieu d’etre 
lire des reservoirs d’air comprime, letait de l’almosphere. 

48. 

4. Si l’air destine a remplir la partie AC des cylindres (fig. 19). 
iire de Üalmosphere, entre dans AC comme l’air comprime, par les conduits 
3 et 4, el en sort apres en plein air, tout cela comme dans le cas deerit ($. 45. £.). 
il n’y a pas d’autre difference du cas que nous venons de discuter toute ä l’heure 
que celle que la valeur de la tension 1--u de l’air dans AC' est maintenant 

I. ou que « est —=0. Donc l’expression (370) donnera immediatement le 
moment de la force de Fair en y fesant «0. Ce moment est donc pour 
le cas actuel: 

322... = ne (log nat (1--u,)— u,). 


Ce moment est toujonrs negatif, lognat(1-- u,) etant toujours < 


_ 





«u, pour toute 
valeur de «4,0. Done dans le cas actuel la locomotive n’exerce pas sur 
le train des wagons une force propulsive, mais une force repulsive, quelle 


que soil la valeur de #, >. 
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B. Si l’on fermait completement & l’air P’entree dans les eylindres. 
mais en laissant ouvert le tuyau de sorlie X, alors suivant ($. 45. ##.) aucune 
force d’air propulsive n’agirait sur le piston, tandis qu’en meme temps la 
pression de l’almosphere s’opposerail a son mouvement. Done aussi ce cas 
ne differe de celui ($. 47.) qu’en ce qu’on a ici 1--u«—=0 et par consequen! 


«——1. Cela etant subslitue dans (370), donne 
: nA?)o, N 
373. Bi mn rem (— 1 Zi u, \— — ıJ\ı 0; 





la machine exerce done egalement dans ce cas une force repulsirve sur le train 
des wagons. 

©. Sil’on fermait les deux tuyaux V et A suivant ($. 45. 1.), wueune 
force n’agirait plus sur le piston, ni en le poussant, ni en le renoussant. Done 


dans ce cas on a 


34. M=0, 

c’est-a-dire: la machine est absolument inaclive. 

D. Si enfin on laissait entrer l’air atmospherique dans les cylindres 
par le tuyau V, et qu’on le conduisit, apres avoir fail son service, par le tuyau X 
dans un bassın ferme, le cas serait semblable a celui ($. 41.). Mais la diseus- 
sion de ce cas suivra mieux celle de l’effet de la machine sur la traclion, au 
lieu de la preeeder. 

49. 
4. La force necessaire de traclion d’un train du poids @ est 
375. ZZ == Q(n--tangP) (103). 

Le train pousse par celle force parcourra, a chaque tour des roues de propul- 
sion, la distance nD. Donc le moment de la force Z est pour chaque tour 


des roues: 


376. ZaD = QOnD(n-tangp). 


Ce moment doit etre egal a celui M (370) de la force de la locomotive, done on a: 


r WL 3 4 - \ 
OnD(n-tangP) — er (6 + u) lognat(1 + u) --u— u] 
l 
ou bien 
oe x } , AI?4 ) - N TT 
377. 20 = 0D(n-tang?) — FM -+- u)lognat1 4) u — u]. 
1 


BD. Il s’agit maintenant de determiner d’abord la valeur de u,., c’est- 


a-dire de la partie A= 115 (340) de la course 4 du piston, a laquelle on 
1 


veut fermer a l’air comprime, Ventree dans les cylindres pour obtenir le maxi- 
mum de l’effet de la force de l’air, dans le cas oü sa tension est — 1 -- u. 
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2 
I! n'est nullement besoin de donner a Ak = „—— la valeur qui convient 


I+u 
a la plus grande tension de l’air comprime, n60ebseire pour monter la plus 


grande pente de la voie; car le maximum de l'effet ne s’obtient toutefois que 
pour la seule tension 1 + «, de l’air; pour toute autre tension, plus faible, ou 
plus forte, le maxımum n’a plus lieu. Il ne s’agit que de donner a l’air com- 
prime dans les reservoirs la tension necessaire pour gravir la pente la plus 
raide, apres que 1--u, aura ele prealablement determine. Si l’on voulait ob- 
tenir le maximum de l’effet pour tout le Irajet, dont il s’agit elfectivement. 
il faudrait determiner 1- «u, de maniere que la masse /ofule d’air necessaire 
pour fout le trajet, caleul&e pour chaque cas particulier, suivant les differentes 
pentes de la voie, füt un maximum. 

Donc on peut supposer iei u, deja determine suivant les circonstances 
parlieulieres, et il n’y aura qu’a caleuler l’expression de I- «u el de la masse 
d’air necessaire pour les dillerentes pentes 5, pour irouver par la la masse 
totale d’air necessaire pour tout le trajet. 

Ü. De (377) on lire 


be = I+u, [ OD (n-Htang f)° 
38. Ir lognat(I+u,) +1 1-- 1:16 | 
t 


Si par ex. (, comme ci-dessus, &lait — 92770 kilogr.. D — 1,57 met., 
/— 0,314 mel., 4 0,419 melres, et qu’on eüt donne ä u, la valeur 5. comme 








dans ($. 47. @. ), cela donnerait, dans le cas ou la plus forte pente de la voie 
est tane $ =U, 025, 

379. 1 +10 = 25,5 atmosph. et 

380, I -- «— 134 alm., si la plus forte pente est tang? — 0,01. 

D. Il se presente deux moyens pour diminuer la tension de l’air ne- 
cessaire pour monler la plus forte pente. Ou l’on peut donner a ., une va- 
leur qui lient a cela; ou l’on peut donner aux cylindres de plus fortes dimen- 
sions ./ el A, car aussi, par cela, la valeur de 1-+-, comme le fait voir la 
formule (378). diminne. 

F. Quant au premier moyen, il s’agirait de la valeur de 1 --«,, pour 


Ira 
log natI+u, +1 
miere et la seconde dilierenliation de cette fraction donnent 
| 1 
381. 1‘ a . — (0 el 
er. logi+u,)+1 dlogd+a,)+1]? £, 


332 2—klogi+u,)+1) 





laquelle celle du facteur (375) serait un minimum. La pre- 








fu dog ra, )+1): " Ata,)dogite,)+)® (ta,Klogli+a,) +1): 
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De (331) on tire log 1+ u) +1—1=0, log(1+u)=0 et u,=0, el 








. ‚ ‘ 2 —1 ! 1 r u 
cela substitu@ dans (382). donne 17 = 1. Cela elant une quanlile essen- 
tiellement posztive, il s’en suit qu’un minimum exisle elleclivement. Donc on 
. 2 a u. h) . . .x Pr 
aurait a #* Zus h, c’est-ä-dire: les locomolives de premiere sorle seraienl 


les plus propres au but propose, celui de diminuer aulan! que possible la ten- 
sion de l’air comprime, necessaire pour monter la pente la plus raide. Mais si 
meme on voulait sacrifier a ce but les autres avantages des locomolives de 
seconde sorte, la diminution de la tension de l’air obtenue, serait peu considerable. 
Car pour u, —= 0 la formule (378) se reduit a 


ag: Ä OD(n-+tang $) 
383. 1+u = 1-- Er . 





cela donne dans les exemples ci-dessus (C.) 
394. (1. 1-+u== 12,87 atm. pour = 0.025 el 
12. 1+-u== 42 atm. pour f= 0,01: 
et au moins Ja premiere de ces deux tensions est encore assez forte. 

F. Donc le second des deux moyens (D.) est preferable. Si par ex. 
on n’augmentait que d’un quart les dimensions 4 et 4 des cylindres. les va- 
leurs de 1-+1 (379 et 380) se reduiraient deja a 
ji. 1-- u 14,1 atm. pour = 0.025 et 


age 
a 12. 1+u= 7,9 atm. pour = 0,01. 

G@. La masse d’air almosphörique necessaire pour un tour des roues 
de propulsion est, suivant (371 et 378) 
1+u OD(n-tangf)+4d?Ac 
1+u, a o(log nat(1+u,)+1) 








3. anf 


4 


el pour la longueur L de la voie, c’est-ä-dire pour 7 tours des roues, elle est 


387. S__ L ‚OD (n-+tang) + 1?ko > L EX L tang ?) - Ze + 
_ Di m  D 








—sD Jognat(I+u,)+1 Jognat(i+u,)+1 

Cette expression de S rentre, comme cela doit etre, precisement dans 
celle (162) pour les locomolives de premiere sorle, si lon fait «,==0; ce 
qui est le cas de celite derniere sorte de machines. 

H. La formule (357) fait voir que, quelle que soit la valeur de tang /, 
cest-a-dire de la pente de la voie, la masse S d’air necessaire est toujours 
d’autant moindre, que «u, est plus grand, c’est-a-dire A plus pelit. 

La plus grande valeur admissible de «, est celle du « qui convien! 
a la plus forte pente de la voie, pente que nous designerons par „. Celle 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 3. 33 
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valeur de u s’obtient de (378) ou (377) en y fesant u— u,, et cela donne 


OD (n--tang /,.) 
4?406 ’ 


Si a la place des logarithmes naturels, on veut 6crire les logarithmes de Briggs, 
il faut multiplier ä droite dans (388) par le nombre 0.4343, et cela donne 


339. log Brigg ( 1-+ u) —= 0,4343 2 OD| nn) 


Dans le premier des deux exemples (C.) cette formule donnerait 
logBrigg(1-- u,) = 5,1573 et 
390.  1-+-u, — 143650 atm. 
Ce maximum est impraticable, m@eme si la plus forte pente n’ctait que tang/ 





338. lognat(1-+u,) = 








340, comme sur le chemin de fer de Potsdam; on trouverait deja 
391. 1-—1u, = 15,625 atm. 

I. Done il ne reste qu’a donner a u, une valeur convenable au. 
eirconsltances. On pourra determiner 1 --u,, de maniere qu’apres avoir donne 
aux eylindres les dimensions les plus fortes admissibles, la tension 1-+-u, ne- 
cessaire pour gravir la pente la plus ratde de la voie tang/„, tension que 
nous designerons par 1--«,„, ne soit par trop considerable. Pour cette de- 
„ la formule (378) donne 


I+u, (1+u„)d?A0 1+u, 
1 +2,3026 log or ‚g(l+u BY  OD(n-+tangf„) +4? Yu — 1-+log nat(I+u,)’ 


log nat(1--u,) etant = 2,3026 logBrigg(1-+ u,). De cette formule, 1-+-u,, 


terminalion de « 











I el 4 ayanl ele determinds, on lirera u. 

K. Mais si l’on veut commencer par la determination arbitraire de 
| --u,, pour fixer ı,, il faut faire attention qu’une Zömife existe, laquelle doit 
ölre necessairement surpassee par la valeur de u„. Car comme la plus petite 
valeur du facteur 5 — En — dans (375) est—=1, existante pour u, —0, 
et que par consöquent la valeur de 1--u—=1-+-u, (378) est plus grande pour 
toute autre valeur de 1-+-u,, la plus petite nd de 1-+u, est suivant (378) 


| | ) ! m 
393. 1-- u, um 1-+ 01 (n-+ ang ) 








d?4o x 
et il ne faut pas donner une plus petite valeur a 1-44, dans (392), si de 
cette formule on veut tirer la valeur de 1--u,. 

Cependant, comme par la formule (392), «, ne pourrait £tre trouvee 
qu’a l’aide de series infinies, ou bien par des tätonnements, il vaudra mieux 
dans la pratique supposer d’abord arbitrairement quelques valeurs de u, et de 
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voir si la formule 


1-u OD(n-iangf»)] a» 
ns IT 978 
. 1-7 tm — Jog nal( I+u,)+1 [14 I? 16 | (378), 


suivant laquelle le calcul est facile, ne donne pas une valeur trop forte de «,,. 








L. En designant par %S la masse d’air atm. necessaire aux locomo- 
lives a air de premiere sorle, et par 'N celle necessaire aux locomolives de 
seconde sorle, on a suivant (162 et 357) 


- 1 1 1 0 8 
395. 38 — L[Ö(n+tang?) + 22] ei 





> 
a L 0 a 
C im pi ‚ 
mn. Be lognat(1+u,)+1 5 (nr tangp) ii. 
done 
397. IS — . 





log nat(I+u,) +1’ 

c’est-a-dire: il ne faut aux locomotives de la seconde sorle que Ja 
(log nat (1 -- «,)-+1)""" partie de la masse d’air atmospherique necessaire aux 
locomotives de la premiere. 
On a 

Pour u, 
lognat (1+w,)-H1 
lognat(1+u,)+1 
On voit par la combien est considerable l’öconomie de force que presentent les 
locomotives a air de seconde sorte. Cetle &conomie est de 40 jusyua 70 


0 1 2 3 4 5 6 7 Ss y 10 


I 


1 1,693 2,097 2,386 2,609 2,792 2,946 3,079 3,197 3,302 3,398, 


398. 





= 1 0,5907 0,4768 0,4191 0,3833 0,3581 0,3394 0,3248 0,3128 0,3028 0,2943 
) h) 


pour cent de la force necessaire pour la compression de l’air exigce pour les 
locomotives de premiere sorte. 


0. 

A. Si une locomolive a air de premiere sorte n’a a exercer aucune 
force sur le train des wagons, ce qui a lieu en descendant des pentes de 
tang? = n = 0,004, on peut faire puiser aux cylindres leur air de l’almosphere, 
au lieu du reservoir d’air comprime, et laisser sorlir cet air, non pas dans un 
condenseur, mais dans l’atmosphere. Alors la machine n’exerce ni force pro- 
pulsive, ni force repulsive. Le train et la locomotive descendent alors librement 
la pente, pousses seulement par la gravite. 


B. Mais cela n’a pas lieu sans restriclion sur la meme pente de 
tang? —= 0,004, quand une locomotive de seconde sorte se trouve ä la töte 


du train. Cela n’aurait lieu que si suivant ($. 45. J.), on fermait les deux 
33 * 
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uvaux Vet X (fig. 19) au moment oü le train est arrive au sommet de la 


penle tang$? = —n; ce qui presenterait des difficultös dans la pratique. 

Ördinairemen! ce ne sera que le tube V que le conducteur des wagons 
pourra lermer ou mellre en communication avec l’air almospherique, au moyen 
du robinet de ce tuyau qu’il a sous la main; le tube A de sortie de l’air restera 
ordinairement ouvert. 

©. Dans l’un et dans l’autre cas, la machine exercera inevitablemen! 
une force repulsive sur le train, dont le moment pour un tour de la mani- 
velle est suivant (372 et 373 


7. er )u6 ee 
M — sm - (log nat(1+ 0,)—wv,), siV el ÄX sont ouverts tous les deux, e! 
1 U, nF 


100. AM: n fio, si V est ferme et Ä ouvert. 


Or comme le moment de la force de la locomotive doit @tre toujours 


399. 


egal a celui de la resistance du train (376), on obtient 





101. GnD(n--tangp) = dog nat(1-+- u,)— i,) dans le cas (399) et 
102. Q@aD(n-- tangeP)—= —n.Sio dans le cas (400). 
De la on tire 

7 ) Zi 16 / \ 1 :y7 : 
103. tange Tu )0D [log nat (1-4 u,) — u,]—n, siV et Ä sont ouverts tous 

| un Ä 
les deux, et 
A216 a . 

104. tangß— —gry —n, si V est ferme et Ä ouvert. 


Donc, quand une locomolive de seconde sorte est ä la tete d’un train, 
celui-ci ne descend pas encore librement la pente tang ? = —.n: il faut que cette 
pente soit ples forte et qu’elle ait les valeurs (403 et 404). Les locomotives de 
seconde sorte lirent par consequent encore de l’air comprime du reservoir sur les 


pentes lang? —= —n, la oü les machines de premiere sorte n’en ont phus besoin. 
Dans lexemple ci-dessus de QO= 92770 kilogr. et D= 1,57 met. on a 
| 4? ; e 
P 5 0000112 pour 1I=0,23 et A=0,31 met. et 
4059. 12 
2:10 NEN . ä ’ 
[? op — 9000264 pour I= 0,31 et A=0,41 mel. 


®: 





Cela etant substitue dans (403 et 404) donne, par ex. pour u, = 
06 (1. tang? == 0,004613 pour I—0,23 et A—=0,31 m.], si Vet X sont ou- 
ah 12. tang == 0,00543 pour A—=0,31 et A—0,41 m.) verts tous les deux, 
j'- tang?—0,00511 pour 4=0,23 et A—=0,31 m.], si V est ferme et 
12. 


taned—0,.00666 pour I=0,31 et A—0,41 m. A ouvert. 


4097. 
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Premierement, sur ces pentes, on pourra fermer Aa l’air comprime lentree 
dans les cylindres. Sur toute pente plus farble, la machine en a encore besoin. 
Si deja sur la pente tang ? —= 0,004, on voulait economiser de l’air comprime, 
il faudrait que les deux tuyaux pussent ötre fermes. 

C’est done un desavantage des locomolives de seconde sorte, de con- 
sommer encore de l’air comprime, la oü celles de premiere sorte n’en ont plus 
besoin. Mais la difference des pentes pour les deux especes de machines n'est 
pas considerable, et en revanche, les locomolives de seconde sorte ont l’avan- 
lage de pouvoir moderer au besoin la vitesse du train deja sur les pentes qui 
surpassent un peu tane 5 = 0,004; meme encore sur une pente de tang > 


— 0,00666 — 745, comme le fait voir (407. 2.). 


51. 

En descendant des pentes plus fortes que (403 et 404), une loco- 
molive a air de seconde sorte peut puiser de l’air de l’atmosphere, comme une 
locomolive de premiere sorte, et le comprimer dans un bassin 3. Mais ce ne 
sont pas 4 cylindres d’air atmospherique qu’elle introduit a chaque tour de la 
manivelle dans le bassin 3, comme le font les locomotives de premiere sorte: 
c’est seulement une masse d’air qui remplirait 4 fois l’espace AU (fig. 19). 
c’est-a-dire 4-1 En (340) met. cub. Done la masse d’air alm. in- 
eu 


troduite dans le bassin 3 par la machine, est sur la longueur Z de la voie. 


a L 
longueur qui demande —- tours de la manivelle: 


zD) 
. I?) 
408. 8, = —Lata)D met. cub. 





Cette expression se reduit pour 1, —0, comme cela doit etre, ä celle (171) 
qui convient aux machines de premiere sorte. 
IR. 
Quant a la masse d’air necessaire aux locomolives a air de seconde 
sorle pour engendrer la vitesse c au moment du depart du train, on l’ob- 
tiendra par un calcul tout analogue a celui qui en donnait la valeur pour les 


machines de premiere sorte. 
A. Les caleuls ($. 36) sont ici absolument les m&mes jusqu’en ($. 36. &.). 


Les resultats de ($.36. A— 0.) conviennent aussi au cas actuel, comme on 
en a fait la remarque en ($. 36. H.); car il est indifferent que la force p qui 
agıl sur les pistons soit varzable, comme ici, ou qu’elle soit constante, comme la. 
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Done on a ici, comme dans (202), 


c? 2LD 
409. “- H, = AMO 7 R—A,—ı1nZD), 
A, et A, designant les valeurs de lintegrale de pox= pour 2=0 et pouı 
2 ar ml, 
BD. 


La difference du cas actuel avec celui ci-dessus, est seulement 


qu’en ($.36) on a suivant (205) A, 


— A,—=17f)uo, et ici suivant (334). 
410. 


R . ä Jh j 
%—X=1M=1nf0 RK 4- u)k(log nat — -- 1) — .]. 
Done au lieu - (206. $.36) on obtient ici 


111. Tin gg Le la+wR(iog nat +1) 3) —ZD]. 


La machine consomme ici n(1- u) 4°k met 





e. . ceub. d’air atm. a 

chaque tour des roues propulsives, et par consequent sur la distance Z,, ou suı 
L 

m == —— Tours: 








1) 
> L4? k 
“12. BD, u U +u)nd’k = D (1--u) met. cub. 
D. De (411) on tire 
2 20) 
13. L= - 





4 [ " 2 2 I 
D| 4 o(d-+m)%(log nat +1)— 2) ZD 
Cela substitue dans (412), on obtient 
s ‚2 2.49: Ok ) 
1. SS =. zer | 
’ D: |(a+wR(log nat +1) 2) 2 0- zn| 
k 

Dans cette formule, Z designe la force de traclion qui est necessaire 
a l’endroit oü la vitesse e doit eire produite, et «u est la tension de l’air com- 
prime dans le reservorr, et par consequent celle u„ necessaire pour gravir 


la plus forte pente de la voie. La formule (414) se reduit, comme il le faut, 
a celle (207), si Von fait k=4. 
E 





Si k a et determine de maniere que l’effet de la machine soit 
un anazriınum pour la tension «, de l’air comprime, on a suivant (340 ou 353) 
i 4 
415. k — — 0 

I+u, 
Cela etant substitue dans (414), donne 


unokt 
4116 S, = — ri 


4 D» (7 (log nat ( eg 
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Or suivant (392) on a 
417. 
done (416) donne 


1+um __  ODf(n-+tangfm)-+ 1? 40 
1+u,  FJ®kollognat(1+u,)+1)? 





13,p0_QP ang #) +4? 40 








u c? DO Flollogniı 1+u,)+1) surhia 
+ 7 49 D°LOD(n-+tang d,)+ 1220 — A?10— ZU] 
e? 04? (OD(n-tang $„)+4?40) 





18. 9 — 49 D30(O(n Fang) — Zilognat(l+u,)+1)) 
Designant par /, la pente de la voie ä l’endroit ol la vitesse c doit 


etre engendree, on a 
419. Z= ((n-tangß;) (103), 
et (418) donne alors 


40. 8 = 





c? 42 (OD (n +tang m) + me 

—4g Ds 6 (tang fm — tangß,) (log nat(l-+u,) +1) 

Cette formule, en y fesant «,=0 ou k—=4, se reduit, comme il le faut, ä 
celle (215), et on voit que la valeur de S,, pour les locomolives ä air de seconde 
sorte, n’est que la (log(1-+-u,)--1)""* partie de celle pour les machines de 
premiere sorte: done aussi sur ce point les locomotives de seconde sorte son! 





preferables au machines de premiere sorte. 


c. Effets de la tension de Pair comprime par les locomotives “air, en descendant 
de fortes pentes, sur la moderation de la vitesse du train. 
98. 

A. Les calculs de ces effets sont les m&mes que ceux qui conviennen! 
aux locomolives ä air de premiere sorte, avec la seule difference, que ce ne 
sont pas iei quatre cylindres d’air atmospherique que la machine introduit dans 
le condenseur 3 a chaque tour des roues de propulsion, mais suivant (45. F'.) 
seulement la masse d’air an fk qui remplit quatre fois l’espace AC (fig. 19). 
Donc apres m tours des roues, et quand l’un des deux pistons pendant le (»» -—-1)"" 
tour a parcouru encore la distance %,. l’autre la distance ı, (269 et 270), ce 
ne sont pas, comme (274), (1+-v)B--1n 4°(Ama-}-u,--u,), mais seulement 


121. (A4nB+124 (Imk+(u4u);) 


metres cub. d’air atmospherique que la machine a introduit dans le condenseur: 
l’air atmospherique qui est entre dans l’espace AC s’y est dilate jusqu’ä l’espace 


AD et sa densit& n’est plus par consequent que 7 
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B. La tension de l’air (421) dans le condenseur est iei 


\ ) > BR ) 1 h 
I+r)B+!1ndJ? (Amk+(u, +0) ad 
. N N “EL L [7 


—— 4 + ——— (dmi-- u--U.). 
B TB a 








La tension 1 de l'air atm. s’y oppose: donc la pression effective p sur l'aire 
!r.f° des deux pisions est ieci 
122. p= Der; I Ami- + U --U,) + Iynıd’o. 
Cette valeur de p prend la place de celle (275) qui a lieu pour les locomo- 
lives de premiere sorte. 
€. Dailleurs on a ici, comme dans (267). 
13. —K-X)nZD — in), 
I 
ou A est Finlegrale de po. 
Done on parviendra immediatement aux resultals demandes. en mulli- 
pliant par (299) les differents termes de cette expression, (excepte Z et iv do) 








l i 
par —» dont la valeur suivant (340) est 
k 1 
42 — m —. 
124. 7 I+u, 
D. Cela donne 
r ) “ Bi(h - -aD) A?1cenD , , nd 
2 -o.) = Lid’ — 12-+ | 
Res. 1 9 Om) I EX 4A+u,)BD: 1T2775p 
Au lieu de la formule (303) on obtient iei 
en bn; Ni2oL v 1:40 
126. 7, um) = L[Zrz, iu )BD: | 2D 
ei au lieu de (307 et 305) 
127. 1+u)Q0BD (v3 — v,—A4gL(n--tang/p)) 
2 L4og[(L — 1D)# 1 4caD—24-1u)BDv4: 10]. 
128. 1--u)@BD (vu — ve, —4gL(n--tang)) 


2g9LS 40] LI’) +(1-+u)r BD]. 
Au lieu de (309) on obtient 
29gL4A?4(L. 144 ( I+u JvBD) 


29. FE Br ,(n--tang P) — 
12 Um v, — 4gL(n--tangp) TLu)DBO 


ei au lieu de (310. 311. 312.) 














130 B R BEER, 21? 4° 126 
ai d+#,)DIDO(w, — vn —4gL(n+tang5)— 2yL4I?:Avo] 
L4+320 
131. DB — 71.)DRDOWTugAFTiT Peru. —=u, 
2 442 
132. B: BR. 2. re 


(d-+u )DIDO (1 - :— 4gL(n-+tang 9))— 2yL4? Aveo] pour 
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Enfin, au lieu de (313, 314 et 315) on oblient 


Pe RR ee |0oD(n- tang ?)-+-44°vo 


Ä yL14Rv0 Le) Le N 
+ (COD(n + tang ß) 440) Ta m)zatun)]‘ 
2(1+u,)BD 











134. L=—- Prep (QOD(n--tang?)--44°v0) pour v„—r,. 
35. L=— CFelE[QDn- Hang ß)-+44’vo 





Zr O4At2?: 6 
+] ((0D n- -tane pP) +4 IS hvo) +v): 5 Jr « 2) pour ©, 0 
“ Ba, 


E. La tension effeclive s a laquelle lair est comprime dans le con- 
denseur B, apres m tours des roues de propulsion, est iei suivant (A. eı B.): 
mradJ?k 


" ai ie L st I? 2 4: ’ ( 14° 
436. s—= fr | DER AEEE Alu IB ) (21 IS el 340) = FR IDpi’ 


et en substituant dans celle expression celle de B (430, 431 ei 432), on 
obtient des expressions de s analogues ä celles (317, 318 et 319). 





d. Resume des resultats obtenus jJusqwiei pour la seconde sorte 
des locomolives a wr. 
34. 
A. La machine consommera de l’air comprime tire du grand reservoii 
sur toutes les pentes de la voie yw ne sont pas moindres que 











BE ’ I? 1.6 . u 
137. tangf = 1T%.)OD [log nat(1-+4,)— u] —n, si les tuyaux V et X (lie. 19) 
sont ouverls tous les deux (403) e! 
438. tangf = Ion, si V est ferme et Ä ouvert (404). 
La consommation d’air pour la longueur Z de la voie est 
L [= f | | I?) _. _ 
43% = FE air: 387 
139. 9, — a TOT erg n--tang/) + met. cub. d’air atm. (387). 
c’est-a-dire,. suivant (387). 
1 
A. log nat(1+u,)+1 
— 100 59,07 47,68 41,91 38,33 35,81 33,94 32,48 31,28 30,28 29,43 pour cen! 
pouru= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 y 10 


de celle d’une locomotive de premiere sorte. 
B. Le train des wagons et la locomotive de seconde sorte descenden! 


librement les pentes (437 et 438), pousses seulement par la gravite. On choisira 
naturellement, pour cela, la plus faible des deux penles, ei c’est celle (437). 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIT. Heft 3. 34 
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parceque log nat(1--u,)— u, est moindre que 1 pour toute valeur de u, >>. 
Done aussitöt qu’une elle pente se presentera, on ouvrira les deux tuyaux V 
el A, et alors la consommalion d’air comprime sur celte pente sera 

441. 8 =0. 


€. Si les penltes sont plus fortes que (437 et 435), la machine, en 
ies descendant, introduira dans le condenseur sur la longueur Z de la course 
suivant (408) 

















n A? 1 
442 S, = — 4° at, . "ai . 
142. 8, I dIa)D met. cub. d’air atm 
D. Il faut a une locomolive a air de seconde sorte suivant (420) 
MR EU 22(ODfn +tang d„)-+ 4? 26) - 
143. 8, = Ay Drottang$, _ tangB,) (log nal Fa) 77) met. cub. d’air atm. 


pour engendrer la vitesse c au commencement du trajet et sur la pente /,., 
si lon y emploie la tension de l’air comprime necessaire pour gravir la plus forte 
1 w 
Ä (439) fois 
lognat(I!+u,)+1 
celle dont aurait besoin une locomolive a air de premiere sorte dans les memes 
eirconstances. 





penle /, de la voie. Cette consommalion d’air est 





E. Les formules (425 — 436) expriment les effets du condenseur B 
sur Ja moderation de la vilesse du train. 


F. La valeur de «,, qui donne la valeur la plus avantageuse de 








4 
44 Kk= „—— (340 
fr, weh: 
pourra elire caleulce le plus facilement par la formule 
ä | | 1+u, : OD(in-+tang?.„)] .. 
140. ITUn= log nat I+ u,)+1 ie 3 J:k0 | (394), 


en y donnant a «, une valeur telle, que celle de la tension 1--«,, necessaire 
pour monter la plus forte pente P,„ de la voie, ne soit pas trop forte. Le 
premier facleur a droite dans (445) est 








. 1+u, 
440. lognat(I+-u, )+1 
— 4 1,1814 1,4304 1,6764 1,9165 2,1486 2,3758 2,5984 2,8152 3,0230 3,2373 
pour it, = 0 l 2 3 4 5 16) 7 fe) 9 10. 
@G. Comme la valeur de S, (440), aussi bien que celle de 5, (443), 
1 u 
est une et l’autre — fois celle de la masse d’air aim. que con- 


lognat(1!+u,)+1 
somment les locomolives a air de premiere sorle, on obtiendra immedialement 
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l’expression de la consommalion d’air des locomotives de seeonde sorte par 
celle de la consommation des locomotives de premiere sorle, si on multiplie 
1 
log nat (1 Ta,)+1’ 
pas des pentes plus fortes que celles exprimees par (437 et 439). 
Le chemin de fer de Berlin a Potsdam, pris pour exemple dans ($. 37. D.). 
se trouve dans ce cas; done il n’y a qu’a multiplier par A 
‘ log nat I+u,)+1 
consommation d’air calculee ci-dessus, pour obtenir celle des locomolives a air 
de seconde sorte sur celle voie. 





la derniere par mais seulement dans le cas, ot la voie na 


Pour obtenir iei la valeur du mwltiplicateur, il s’agit d’abord de deler- 
miner econvenablement «,. 

a. Nous avons suppose ci-dessus 
447. 092770 kilogr., 1 = 0,235 met.. 40,314 met. et D—1,57 met. 
La plus forte pente de la route est tang ,, = 0.00333.... Cela substitue dans 
(445) donne 
\ OD (n-+-tang f,.) de 
416 
done on oblient en verlu de (445 et 446), 





48. 1 7.518. 


Pour u, = 0 1 2 3 4 
449. 1--u„ = 7,518 8,878 10.753 12,600 14.404 et 
Um — 6,915 7,878 9,753 11.600 13,404. 
Donc si l’on veut donner ä l’air comprime dans le grand reservoir une tension 


elfeclive d’environ 10 atm., on pourra poser 


450. w,==2 et par consequent k—= -— 0.105 met. 


) 
i+u, 
Cette valeur de «, donne en vertu de (439), een — 0.4768. 
et Ja consommalion d’air calculee en ($. 37. D.) est ä multiplier par cette 
fraction. Donc la consommation d’une locomolive ä air de seconde sorlte, n'est 
pas ici encore la mozltie de celle d’une locomotive de premiere sorte (222). 
Elle n’est que 

1. 648 met. cub. d’air alm. pour le irajet de Berlin a Potsdam et 

2. 627 - - - .- .- 0-0. - de Potsdam a Berlin. 
On voit par cet exemple combien les locomotives a air de la seconde 
sorte sont preferables a celles de la premiere. 

b. La diminution de la consommation d’air est un peu moindre. si 

l’on donne aux cylindres des dimensions plus fortes. 


451. 


34 * 
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Si par ex. on suppose 
452. 40,314 et 4=0,418 met., 


on a dans (445) 





E : OD(n-Htang dm) u 
453. 1-- re = 3.09, 
et cela donne en vertu de (445 et 446) 
Pour 4, = 0 1 2 3 4 3 6 


154. 1-u, = 3,75 4,424 5,364 6,286 7,187 8,057 8,909 et 
un = 2,75 3,424 4,364 5,286 6,187 7,057 7,909. 


Si maintenant on veut faire 

un i 4 

459. u, = 3. on a k= Fr 0,105, 
et il n’y a qu’a comprimer l’air dans le reservoir a une tension effective de 
5,236 atlm. La consommalion d’air est alors suivant (439) 0,4191 fois celle 
d’une locomotive ä air de premiere sorte, ei comme celte derniere, ä cause des 


plus fortes dimensions de 4 et}, est alors respectivement 1770 et 1727 met. cub., 





elle est 
742 met. cub. d’air pour le trajet de Berlin a Potsdam et 


156. i 
0 ee 2 -— - .- de Potsdam a Berlin. 


12 


nn — 
_— 


oe. Des pentes les plus avantageuses pour les locomotives a air de seconde sorte. 
I). 

4. Tout ce qui a ete dit ($. 38) sur ce sujet, est egalement applicable 
aux locomotives ä air de seconde sorte. La seule difference est, qu’ici la 
vente 9, oü la gravite seule fait descendre le train des wagons, et oü aucune 
consommation d’air comprime n’est plus necessaire, n’est pas = —n, mais 
celle qu’expriment les formules (437 et 435), pente que nous designerons par /,. 

B. En conservant les notations (227 et 225), et en mettant en sus, 
pour abreger, 

z 1 
457. en Ö et 
458. w„—lognat(1-+-u,) = T, 





nous aurons en verlu de ($. 54): 


459. tangd, = A " (437) pour le cas ou les tuyaux V et X sont 


k,d+u,) 
ouverts tous les deux, et 
460. tangp, = _ —n (438) pour le cas oü V est ferme et X ouvert, 


i 
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461. 8, = Loö[k,(n-+tangpß)-+n] (440) pour > /P%, 








462. Ss, Duni a (441) pour BP; 
43. 8 = In. 2. . (442) pour P<P- 


Conformement ä ces formules, on pourra faire le calcul comme dans 
($. 39 et 40). Comme ci-dessus on Ecrira pour abreger seulement 9 au lieu 
/ de tang/. 


56. 

Pour economiser la place, nous ne discuterons que le cas ($. 39) ou la 
hauteur A est a gravir avec une pente constante, en laissant au lecteur l’etude 
de la seconde question des deux pentes differentes les plus avantageuses pour 
le möme but. 


A. Les formules (232) sont remplacees ici par les suivantes: 
1. A=Lö(n+nk,) (461) etB=Lö(n-+nk,) (461) pour d=0, 
2. A=Ld(n-+(n+P)k,) (461) et B—=Lö(n+(n-P)k;) (461) pour <> 
164. 3. A—=Lod(n+(n-+P,)kı) (461) et B=0 (462) . . . . pourp=py el 
4. A=Lö@n-+n-B)k,) (461) et B= — Ri (463) . . ponrß>ß. 
Cela donne, A+B etant =C (229), 
ı. C=Löd(n+nk-tk)) . . . . pur A=0, 


2 C=Loö(l2n-+n(k+k)+P(kı—k,)) pour P< Po, 
465. (3, C=Löd(nt(ntPß)k) - . . . pour A=P, el 


4. O=-Lil(t- ar )tRt AR) pour P > Ps: 


B. Les valeurs de /, doivent ötre prises ici posilivement, de sorte que 
nt 
1. n — 2n 459) et 
TPs Trade) 9 


2. a9 = Int - (460). 
La premiere de ces expressions donne dans (465. 3.) 
167. nt By = nt an = ll4 + 2nkı; 


la seconde donne 


468. n+(n-+P)k = n+?nk tn = n-+nk,). 
Pour (465. 4.) on a 


189. 1 en) T! _ _ 7. (au 








466. 





Eu —ue——— 


 A+a)d itu, "> rg 
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Tout cela substitu&e dans (465) donne 


/ 


dı. C=Lö(2n+n(k,+k,)) . .. +. . pourf=0, 
2. C—=Lö(27-+n(k,+k;)-+P(k—k,)) pour $<P,, 


4 L T | | 
iC—Ld (n(1 Ir ) -2nk,) .. pour =/,, dans les cas oü les 
ı tuyaux V et X sont 
ouverls tous les deux. 
C—=2Ld(rn-4+nk) ......... pourß=ß, SiV est ferme et X 
\ ouverl, 


‘ T a1 u A > 
1 CL +m+B)Kı) - - . > pour B>Bu. 





170. . 








\ 
©. Si en premier lieu la charge des wagons est la m@me dans les 

deux directions du trajet, c’est-ä-dire si A, — k,, les formules (470) donnent 

fı. C=2Ld(n-+nk) ..... ... pourß=0, 

2. C=2Ld(n+nk) ........ pourß<P; 








f r z r A 
C= 50 (7(ı - ; ) . 2uk,) . pour 5=P, el les deux tuyaux elanl 
471.1; .' ouverls tous deux, 
C=2Ld(n-+nk) »....... pourßf=Pß, Si V est ferme et Ä 
N ouvert, 
we NT] | Aı AP 
4 Ü: (2 +a+B)R,) ... pour >Pß.- 
D. Si en second lieu, les voitures ne sont chargees qu’en monlant la 
vampe, et vides en la descendant, de sorle que A, 4k (236), les for- 


mules (470) donnent 








fı. C=2Ld(n+3nKk)...... . pour f—=0, 

2. C: :2Ld(n-+4k,(2n-+Pı)). u: pour P<ß), 
c—Lö(n( + 1 )} nk) . pour = /f,, les tuyaux V et X etant 
472.3, Ai ouverts tous les deux. 
C—=2Ld(n-+-nk)..:..... pourA=Pß,, V etant ferme et A ou- 

\ verl, 
y NT k we 
+ C=Lo (u ta+Bkı) in POmE A T> Pr 


E. De ces formules on tirera des consequences analogues ä celles 
de ($. 39). 


Par ex. (471. 1.2.3.) fait voir que dans le cas ou la charge das wagons 
est lameme dans les deux directions, Ja consommation d’air comprim& n’augmente 
pas, si la voie, au lieu d’etre Aorizontale, prend une pente A<ZP,, meme la 
pente A, dans le cas ou l'on ferme le tuyau F et ne laisse ouvert que 
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celui X. La pente =, est deja assez considerable; suivant (407. 2.) elle 
peut meme aller jusqu’a 0,00666... ou 1 sur 150, de sorte qu’une hauteur 
de 10 metres par ex. peut elre gravie par une rampe de 1500 met. de longueur 
sans necessiler des terrassements, et sans augmenter la force de la machine. 
On trouvera des resultats analogues en discutant la seconde question ($. 40). 
En general on verra, qu’aussi pour les pentes d’un chemin de fer, les locomo- 
lives a air de la seconde sorte sont preferables a celles de la premiere. 


Du frottement des roues propulsives des locomotives a air et a vapeur 
sur les rails, et du potds a donner a ces machines. 
57. 

Il y a encore ä discuter celte maliere avant d’entrer dans l’application 
des resultats trouves jusqu’ici pour les locomolives, aux deux systemes No. IV 
et V ($.4) des chemins de fer. 

4. Il faut que le frottement des roues de propulsion d’une locomolive 
ne soil jamais moindre que la force de traclion necessaire pour meltre en 
mouvement le train a la tele duquel elle doit @ire placee. Celte force, @ etant 
le poids du train, est 

473. Z = O(n--tang?) (103). 

Toutefois le frottement des roues de propulsion de la locomotive sur 
les rails sera une cerlaine partie du poids de la locomolive qui pese sur les 
roues, du moins en tant, quiil est plus fort ou plus faible dans la meme pro- 
portion que ce poids. Donc le poids Q du train depend du pords de la 
locomotive, dont on ne fail agir qu’une parlie sur les roues de propulsion, 
ou bien aussi la totalit©, en couplant les autres roues de la machine aux roues 
qui portent les manivelles. Il est ici absolument indifferent, quelle est la force 
motrice, celle de la vapeur, ou celle de la tension de lair. 

En designant par P la partie du poids de la machine que l’on veut 
faire agir sur les roues de propulsion (de sorte que P ne peut ätre plus fort 
que le poids de Zowute la machine, mais seulement plus faible), et par mP la 
parlie de P qui est egale au frottement, il faut donc qu’on ait au moins 

474. mP — Z — O(n--tang?). 
Donc Q ne pourra ötre plus grand que 


PO WERREER.. + 





n-+tangf 
ou P de son cöle ne peut eire plus grand que le poids total de la locomotive. 
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B. En tant que je sache, des experiences directes et suffisantes pour 
determiner la partie mP, que le frottement sur les rails est du poids P qui 
le produit, n’ont pas encore £t£ faites. En eflet il serait tres-difficile de trouver 
une valeur fixe du coöfficient zn, m&me en exceptant les cas ou les rails sont 
devenus glissants par la glace, la neige, ou par quelque maliere grasse qui 
peut y &tre survenue par hasard.. On pourra fort bien faire abstraction de 
ces cas, parceque les rails pourront &tre facilement netloyes. Mais les rails. 
ainsi que les roues, deviennent a la longue lisses et polis, et alors le frotte- 
ment est tout autre que celui de roues et de rails encore neufs. Neanmoins 
il est tres essentiel de connailre la valeur du coefficient m: car si le frotte- 
ment des roues de propulsion sur les rails n’est pas assez fort, la force de 
la machine, quelque puissante qu’elle soit, n’aura pas d’eflfet. Elle tournera les 
roues sur les rails, et le train n’avancera pas du tout. Or parceque m na pas 
elfectivement une valeur fixe et invariable, il ne reste qu’a chercher la valeur 
moindre de ın, pour les cas ou les rails et les roues ont atteint leur plus 
grand poli. Si alors dans d’autres cas m est plus fort, cela ne nuira pas ä l’effet: 
ce sera au contraire d’autant mieux. 

C. Autrefois on soupgonnait la valeur de m si faible, qu’on doutait 
meme de la possibilit€ de faire marcher un train d’un poids un peu consi- 
derable au moyen des roues de propulsion, frottant simplement les rails d’un 
chemin de fer. On croyait que des cremaillieres et des roues a dents seraient 
necessaires au lieu de simples rails; mais on ne tarda pas aussi a reconnailre 
qu’une telle construction etait impralicable 

Les premieres experiences sur le chemin de Liverpool a Manchester 
prouverent bientöt que le froitement des roues de propulsion sur les rails n’est 
pas aussi faible qu’on l’avait suppose, et qu’au contraire il @lait completemen! 
suffisant pour servir de point d’appui a la force necessaire pour melire en 
mouvement un train assez considerable sur les rails. au moins dans le cas oü 
les rampes a gravir n’elaient pas trop raides. 

D’apres ces premiers essais, quelques ingenieurs @evaluerent le frottemen! 
egal a la 20”“ partie du poids P, d’autres jusqu’a la 6”° partie. 

D’autres experiences faites plus tard, d’abord en Amerique, prouverent 
que le frottement doit @lire assez considerable; car des locomotives fesaient 
monter des rampes de 1 sur 60 et meme de 1 sur 40, a des trains d’un 
assez grand poids. Cela maintenant s’ex&cute journellement en differents lieux 
en Amerique. en Angleterre et en France. Dans le second cahier tome 13 
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page 137 — 145 du Journal des construclions que je publie, j’ai calcul& le frot- 
tement d’apres ces experiences, et il s’est trouve que le froltement pourra etre 
svalue A la quatrieme partie du poids. 

D. Üependant si möme on pouvait supposer dans tous le cas m —1, 
il serait encore difficile de produire un froltement des roues de propulsion assez 
fort, pour servir de point d’appui a la force de traction necessaire pour faire 
monter des pentes raides ä des trains ires-pesants. Car la formule (474) donne 

a Pe en --tangpß): 
done si par ex. le poids Q du train, celui de la locomotive y compris, etail 
de 100 000 kil., ce qui n’est pas encore un train fort lourd, il faudrait que 
sur une pente de 1 sur 40 le poids pour produire le frottement füt 
477.  P = 4.100000 (0,004 -- 0,025) —= 11600 kil. 

et c’est deja celui d’une forte locomotive. Mais si les rails deviennent un 
peu glissants, el que le frottement diminue par ex. jusqu’a moilie, la machine 
n’aurait plus aucun ellet, 

E. Or, il est tres-essenliel que des trains lourds puissent eire trans- 
portes avec securile, aussi bien sur de fortes pentes que sur des voies moins 
accidentees sans avoir besoin, pour quelques pentes isolees, de locomotives plus 
fortes et plus lourdes qu’ä lordinaire, ou aussi plusieurs machines au lieu 
d’une seule; il est a desirer generalement que des machines aussi legeres que 
possible soient suflisantes parlout; car non seulement le poids propre de la loco- 
motive est une veritable perte de la charge utile, mais les machines lourdes sont 
aussi la cause d’un mal plus grave encore: elles altaquent beaucoup plus que les 
autres voilures toute la construction de la voie, ei necessitent des rails plus forts 
et une construction plus forte qu’elle ne serait necessaire pour les wagons, or- 
dinairement beaucoup moins pesants que les locomotives. Et veut-on &viter les 
lourdes machines par le moyen des pentes faibles, on tombe dans des depenses 
enormes pour les terrassements, les viaducs et les tunnels. D’ailleurs ce der- 
nier moyen est souvent impraticable, quand il s’agit de franchir des hauteurs 
inevitables dans les montagnes. Alors il ne reste que les machines station- 
naires ou d’autres moyens compliques; mais ceux-ci sont toujours tres-coüleux. 
et non pas sans danger. Il est donc bien a desirer que des machines or- 
dinaires et peu lourdes puissent suflire dans tous les cas, et que l’insuffisance 
du frottement de leurs roues ne s’y oppose pas. 

F. Le moyen de parvenir ä ce but serait d’augmenter le froltement 


des roues de propulsion sur les rails. Aussitöl que ce moyen sera prati- 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 3. 3) 
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cable, les fortes pentes qui aujourd’hui presentent de si grandes difficultes sur 
les chemins de fer, ne seront plus a craindre, car la descente des wagons sur 
les rampes raides n’est pas, comme on le verra plus bas, aussi dangereuse 
qu’elle parait l’eire. On peut dire que ce n’est premierement que par le 
moyen indique, que les chemins de fer deviendront generalement praticables 
sans occasionner des depenses enormes dans les cas difficiles. 


On a propos& plusieurs moyens pour augmenter le frottement des roues 
des locomolives sur les rails, sans augmenter le poids de la machine. On a 
de nouveau propose les eremaillieres et les roues a dents mentionnees plus haut; 
on a propose des rouleaux ou galets presses de cöte par des ressorls contre 
les rails ete. Mais tous les moyens compliques seront toujours tres-coüteux 
et dangereux. 

Il parait qu’il existe un moyen tres-simple, peu coüteux et tres-sür, 
pour alteindre le but. Je ne sais pas si deja quelgqu’un l’a propose. Pour le 
cas, oü il ne l’aurait pas encore ele, je vais le decrire ici en peu de mots. 


Moyen propre pour augmenter le frottement des roues de propulsion des 
locomotives sur les raus, sans augmenter le poids des machines. 


8. 

Les roues de propulsion des locomotives sont ordinairement des eylindres 
parfaits. On ne donne des mentonnets qu’aux aulres roues de la machine pour 
les empecher de sortir des rails. 

Nous proposons de donner aux jantes des roues de propulsion la forme 
fir. 20, I et II, savoir, de donner a la roue deux mentonnets chacun de 
4 centim. au moins de hauteur. Entre les deux mentonnets la roue doit &tre 
parfaitement cylindrique, comme ä l’ordinaire, et les deux mentonnets doivent 
avoir la forme que reprösente la figure. La largeur de la surface cylindrique 
de la roue entre les mentonnets doit depasser la largeur des rails ordinaires 
d’environ 2} centim.; elle doit donc @tre de 8} centim. environ, et la largeur 
de toute la jante sera de 14 centim. 


Maintenant les rails ordinaires de 6 centim. de largeur seront poses partout 
oü le frottement ordinaire de la surface cylindrique des roues suffit. Ües roues 
rouleront alors sur les rails comme ä& l’ordinaire, et comme la figure 20, I. le 
represente, sans que les mentonnets Zous deux puissent toucher le rail en 
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meme temps. Ce ne sera que l’un ou l’autre des deux qui pourra froiter 
contre le rail, de la m&äme maniere que le mentonnet de tout autre wagon. 


Mais sur les pentes si raides que le frottement de la face cylindrique 
des roues de propulsion sur les rails ne suffit plus, on posera des rails, dont la 
tete aura une largeur un peu plus considerable que celle de la face ceylindrique 
des jantes, par ex. une largeur de 9 cenlim., de sorte que la face eylindrique 
des jantes ne peut plus descendre jusqu’ä la surface de la tete du rail, qu’au 
contraire les deux mentonnets touchent alors le rail dans les points e et f, el 
que la roue enclave pour ainsi dire le rail. Les points e et f seront alors 
presses d’une force au-dessus du poids qui pese sur la roue, et le frottement 
sera augmente proportlionnellement. 


Soit par ex. p l’angle que les faces ag et dh font avec une liene 
perpendiculaire, et P le poids qui pese sur la roue. Alors ce poids produit 


P 0 a 
une force . direction perpendiculaire sur les faces ag et dA, el celle 


force est /oujours plus grande que P; elle l’est d’autant plus que g est plus 
petit. Or l’angle y etant arbiltraire, ou pourra augmenter « volonte la pression 
sur les faces des mentonnets, et par consequent le frottement, sans augmenter 
le poids P qui pese sur les roues. Par ex. en fesant 930 degres, sing 
etant =}, le frottement sera double; par un angle p de 1928’ il sera 
triple elc. 

Ce moyen n’aura pas, comme on pourrait le croire, d’inconvenients essen- 
tiels. Le seul mal sera, que la tete des rails larges sera plus töt usee que celle 
des rails ordinaires. Mais vu que d’apres l’experience, l’usure des rails par 
les roues s’opere fort lentement, on sent bien que vis a vis les grands avantages 
que ce moyen presente, le mal est insignifiant. De l’autre cöte, l’emploi du 
moven propose, au lieu d’angmenter le danger du trajet, le diminuera, par 
l’effet des deux mentonnets des roues de propulsion, qui, ayant une hauteur 
considerable, s’opposeraient plus fortement au deraillement de la locomotive. 

Par ce moyen on pourra donc, sans de grands frais, et sans aucun 
danger, donner aux locomotives la faculte de faire monter un train considerable 
sur une pente quelcongue: toujours sans augmenter le poids de la machine; 
car on pourra augmenter le frottement des roues de propulsion presque au 


degre que l’on le voudra. 
Soit comme ci-dessus ($. 57. D.) le poids Q du train = 100 000 kil. 
En employant le moyen propos@ sur les pentes de 1 sur 40, on trouve pour 
35 * 
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m—=1 ei == 19", 26, 
478.  P = 4-100000(0,.004 --0,025 ....) = 3866 kil.; 
m6eme pour m ==} on n’oblient que 
479. P = 5800 kil., 
et ce n’est que la moiti& du poids (477) qui devrait peser sur les roues sans 
l’emploi du moyen. 

Le poids de la locomotive sera done presque independant du poids du 
train et de la raideur des rampes qui pourraient se presenter, aussitöt qu’on 
se servira du moyen propose. Me&eme pour le train le plus lourd, de 150000 
kilogr. par exemple, une locomotive de 8700 kilogr. suffirait encore sur une 
pente de 1 sur 40, en supposant que le frottement soit seulement le sewzeme 
du poids qui le produit, et ces 8700 kilogr. ne sont pas encore le poids d’une 
locomotive ordinaire. 


De la descente des trains sur les rampes. 


99. 

Nous disions (8.57. F.) que la descente des pentes raides n’offre pas 
de difficultes notables. 

4. En effet, la force qui pousse en aval un train du poids Q est 

480. Z = Ol(tangf —n). 

Cela ne fait pas m&eme pour une pente de 1 sur 40, Q@ etant suppose 

comme ci-dessus — 100000 kil.: 
481.  Z = 100000 (0,025 — 0,004) = 2100 kilogr. 

Done: si le poids quadruple ou sextuple c’est-a-dire celui de 2 a 3 wagons 
est enray&, d’abord par des vis, puis par des sabots, de sorte que les roues 
des wagons sont completement empöchees de tourner, la force qui pousse le 





train sera deja detruite. 

B. Si des locomotives a air sont en tete du train, leur faculte de 
puiser de l’air de l’atmosphere et de le comprimer dans un bassin, facilite 
l’enrayement, et est encore tres-propre ä le preparer. 

©. Or aussi la force qui pousse un train sur une rampe, m&me s’il 
n'est pas enray&, ne lui donne pas aussi promptement qu’il le parait une vitesse 
exorbitante. 

La force acceleratrice que produit la force motrice Z (480) est 


€ Z / 
482. p = ° == tangd —.n. 
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Elle engendre la vitesse do=2gpt dans le temps dt, de sorte que 

ve —2gpt-- const., et si v—v, pour t=(, 

483. v — 2gpl-+v.. 
Le train ayant cette vitesse, parcourt la distance or —vöt —=2gptöt--v,öt 
dans le temps Öf, done on a e—=gpt--v,t-- const., et comme const. —(), 
x etant 0 pour =, 

484. 2 = gpt-vt. 
En substituant dans (484) la valeur de £ que donne (483), savoir £— Hays 


(v—v,)? v—v, hi 
Igip: +v, en ou bien 


v—v) __ re, 


De la on tire Agpe=v’— v) et v—=y(4gpx--v,) ou bien 
486. v — y[Agzltangd?—n)-+vi]. 

Il faut que le conducteur du train prenne bien soin de diminuer la 
vitesse avant l’arrivee du train au sommel de la rampe; alors la vitesse au 
bas de la rampe ne deviendra pas trop considerable, si la rampe n’est pas 
trop raide et trop longue. 

Soit par ex. v, = 3,14 met., f = „u, vu = 12,55 met., la formule 
(485) donne 








on obtient z2=gp 





487. x —= 359 met., 
c'’est-ä-dire, le train abandonne librement ä l’action de la gravite, pourra descendre 
une rampe de 1 sur 40 sur une distance de 359 met. et par consequen! 


' 359 Ir z le 
d’une hauteur de an) met., avant d’arriver a une vilesse de 12,55 met. 


par seconde (6 milles de Prusse par heure). Il pourra m&me parcourir sur 


cette rampe une distance de 
488. x = 656 met. 


avant d’arriver a une vitesse de 16,73 met. par sec. (8 milles de Prusse par 
heure). Il aura alors descendu une hauteur de IE — 16,4 met., et la vitesse 
de 16,73 met. par sec. n’est pas encore dangereuse, ä moins qu’il ne se trouve 
pas dans la rampe m&me, ou a sa base, des courbes de faible rayon. 

D. Ce n’est que sur les rampes plus Zongues que l’enrayement ordi- 
naire sera necessaire. Il faut alors diviser ces pentes en plusieurs parties, et les 
separer par des voies horizontales. Aussi fera-t-on bien de placer les courbes, 
qui peut-eire seront necessaires, au sommet de la rampe (jamais vers sa base). 
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suppose que des rayons assez forts leur puissent &tre donnes; car aussi les 
courbes diminuent la vitesse du mouvement, 


60. 

A. Si dans les cas oü il y a de grandes hauteurs a gravir par des 
forles pentes, on se sert des systemes de chemins de fer N”. I, ToulHa 
tube de propulsion, surtout de l’un des deux N”. IH et Ill, ou l’air comprime 
pousse le train devant lui: la tension de cet air, aussi bien qu’elle pousse le 
train en montant, peut aussi servir pendant la descente des wagons a moderer 
leur vitesse qui sans cela pourrait devenir dangereuse; toutefois suppose que 
le conducteur du train ait un moyen, par ex. celui d’un telegraphe electrique, 
pour indiquer instanlanement au machiniste des pompes ou des reservoirs qu’une 
moderalion, ou aussi peut-etre une augmenlation de la vitesse, est necessaire. 


BD. Supposons quune hauleur de 150 metres ne puisse &tre monlee 
que par des pentes de 1 sur 30; non pas sans beaucoup de courbes peut-£tre. 
Supposons que le poids du train soit de 77 300 kilogr. au lieu de 92770, 
parcequil n’y a pas ici de locomolive: la force necessaire pour faire munter 
ce train sera suivant (473) 

489. Z = 77300 (545 + 315) —= 2725 kil. 
l,a force avec laquelle la gravite pousse le train en descendant, est 
490. Y = 730 5 — 545) = 214 Kil. 

C. Dans ce cas un chemin de fer afmospherique (systeme N’. I) 
n'est deja guere applicable. Car si meme on rarcfiait l’air dans le tube de pro- 
pulsion jusqu’a 4 alm., ce qui est peu avanlageux, on ne produirait par cela 
qu’une pression de } alm. sur le piston, c’est-a-dire une pression de 7849 kilogr. 
par metre carre (15), et pour donner au piston la force propulsive ne- 
ceseaire, il lui faudrait une aire de 3733 = 0,347 met. carres; il faudrait au 
tube de propulsion un diametre de pres de 7 decimetres. Mais un tuyau de 
ce diametre serait extremement coüteux. 

D. Si au contraire on veut se servir de l’un des deux systemes II ou Ill. 
la construction sera assez facilement praticable.. Par ex. en donnant au tube 
de propulsion un diametre de 36,6 centimetres, de sorte qu’il ait une aire de 
0.1053 met. carre, une pression de Zro2s atm. donne deja une pression de 
3:.0.1053-9418 = 2975 kil., et par consequent plus de force qu’il n’est ne- 
cessaire (489). Done il n’y a qu’a comprimer l’air derriere le piston ä une 


tension de 3 alm. pour obtenir la force de propulsion necessaire, et cette com- 
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pression de l’air est admissible sans danger, surtout dans le cas du systeme 
No. II a tuyau en fonte. 


E. La force de piston necessaire pour faire face ä celle (490) don! 
la gravite pousse le train en descendant, est moindre. Elle n'est que de 
2,3 am. Donc si pour la descente du train, comme pour la monfee, on veul 
comprimer l’air dans le tube de propulsion ä une tension de 2,3 alm. et donner 
au conducteur du train le moyen d’indiquer au machiniste des pompes, au pied 
de la rampe, ce quil a a faire, celui-ci n’a qu’a faire entrer au moven du 
robinet plus ou moins, ou pas du tout d’air comprime dans le tube, pour diminuer 
ou pour augmenter la vilesse des wagons. La tension de l’air comprime dans 
le tube qui s’oppose ici au piston, et qui doit &tre preeisement egale ä la 
force Y (490), et znvariable, si l’on veut que la vitesse de descente soil 
constanle, augmentera bientöt si, pendant que le train poursuit sa course, le 
robinet est ferme; elle diminuera done la vitesse et parviendra enfin ä la detruire 
tout-a-fait. Donc la tension de l’air peut ici prendre la place de !’enrayement. 
Mais son eflfet n’est pas ni aussi efficace ni aussi prompt qu'il parait l’etre. 
Nous allons calculer cet effet. 

F. Soit d le diametre du tube de propulsion et 1-+-u la tension de 
l’air dans ce tube: la pression effective de l’air sur le piston sera I rd” uo kilogr. 
Done si l’on veut que la vitesse de la descente soit constante, il faut d’abord 
que Y soit 

491. Y= (ltaag$—n) = Ind?uo. 

Soit a la distance que le train a encore ä parcourir jusqu’a l’extremite 
du tube au pied de la rampe, la masse d’air atm. contenue dans le tube devant 
le piston sera 

492. = 4nd’(l1-+u)a. 
Soit x la distance qu’a parcourue le train en continuant sa course avec la vilesse e: 
l’air devant le piston sera comprim& dans l’espace Ind’(a— x) si le machiniste 
des reservoirs a ferme le robinet, et par la ferme a l’air la sortie. La tension 
ea | a 


We, 
4nö? (a—.r) u ge 





de l’air devant le piston a donc augmente jusqu’a 


a 
a—ıxX 





poussera maintenant le train de bas 


Donc une force de 4nd’o(1--u) 


en haut, pendant que la pression de l’atmosphere sur l’autre face du piston 
le pousse avec la force }1d”o de haut en bas. A cette derniere force se 
joint celle de la gravite Y=4nd*uo (491): done la force totale qui pousse 
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le train de Aaut en bas est 


193. In®olt-+ u— (+) | — — Indollt, 


Cette force mofrice, agissant sur la masse Q, produit la force acce- 
leratrice 








7° Tg pipe nn 





Celle-ci engendre dans le temps Of la vitesse 
495. 0» = 2gpöl, 
le train parcourt avec la vitesse » dans le temps Of l’espace 
4%. 0x —= völt. 
De (496) on tire Ode —=ÖOvöt=2göpt (495), done on a 


. o?:xr 
497. 























En multipliant (497) par 20x, on obtient 
| 2020:2 . a ) xoxr 
498. —;— =Agpoı— — A-+u),—— (494) 
el en fesant a droite a&— 2 =y, de sorte que o2=—öy: 
29.10?x ı gro? ner 
G( u 5 
49). ot: Zw a (1-4 ı) 
L'integrale de cette expression est 
0x? hin 6 ; 
500. ar = (1+ w)[alognaty— y]-+ const., 
et comme Er —v (496). on obtient 
3 
3 ynö?o . RR 
501. = IT + u)[alognaty — y]-+ const. 
Or nous avons suppose » = ce pour 2=0 ou y==a: donc (501) 
nö?o(l+u), 
donne e = 3 0 au; [alog nata — a]--const. et 
n R ynö:o 
02.  Const. = ce — Fr (1-+ u) [alognata — a]. 
I i R ,ı gnö?o 
Cela subslitue dans (501.) donne # —c’-+ u mai —- u) ae 


ou bien 
yrnö?o 


0 


De cette equalion, en y posant ®==(), on lirera f: distance z, que le 
(rain a encore ä parcourir jusqu’a ce qu’il soit arrete tout-a-fait. Elle donne 


2 
04. em — allognata— lognat(a— X)) —r. 


50 ce —rv 





(1--u) [« log I «|. 
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) (0 (tang d — 
Substituant encore dans cette equation la valeur de «= - nz r) (491). 
on obtient 
ce? 0 


505.  allognat«—lognat(a — 2)]— x = 





y(nö? +40 (tang dJ—n)) 
d’ou l’on pourra caleuler x par quelques essais. 


G. Dans l’exemple ci-dessus de O — 77300 kil., d = 36,6 centim. et 
tangP = 315, on obtient 





0 2 ” 
506. y(nd:0+40Qltangd—n)) 1,017, 
done (505) donne 
507.  allognat« — lognat(a— z)] — x = 1,017 €, 


ou bien, pour les logarithmes des Briggs: 
| 508.  aflogBra — logBr(a— x)] — 0,4343 2 — 0,4417 e°. 

Soit par ex. la distance «a, que le train a encore a parcourir, =3138,5 met. 
(10000 pieds de Prusse), et la vitesse c, qu’il a acquise, = 12,5 met., la formule 
(508) donnera par quelques essais z — 972 met., et ä celte distance la vitesse du 
train sera aneanlie tout-a-fait. Pour « = 1255 met. on trouvera 2571 met,., 
et pour a= 314 met., 2 = 232 met. 


On voit par ces exemples que l’air comprime n’aneanlit pas promptement 
la vitesse du train, et cela d’autant moins encore, que, bien que le robinet de 
sortie de l’air du tube de propulsion soit ferme, quelque peu d’air s’echappera 
toujours encore par la soupape longitudinale.. Aussi ceite maniere d’arreter 
le train est elle dangereuse; car au moment oü le train est renir@ au repos, 
l’air dans le tube a Ele comprime jusqu’a 

598. a=—=(i+tp) Fein } en Aa atmospheres. 


4d—xX 





Cela fait dans les exemples ci-dessus, w elant suppose comme dans (E.) 
—2,3: @—=3,81, 506 et 11,69 atm.; et une tension si forte pourra faire 
crever le tube. 


Une construction, oü l’air est comprime derriere le piston dans un tube 
de propulsion, est donc fort propre ä faire monter un gros train a une hauteur 
considerable et sur une forte pente, et aussi a moderer convenablement la 
vitesse de la descente: mais elle est tres impropre a arreler promptement le 
train descendant. Pour cela il faudra toujours se servir des moyens ordinaires 
d’enrayement. 
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Moyen deviter les difficultes et embarras de la correspondance entre le 
conducteur du train et le machiniste des pompes, sur les chemins de fer 
a tube de propulsion. 


61. 

Nous proposerons ici un moyen ä l’aide duquel le conducteur du train 
lui-meme, et sans le secours du machiniste des pompes, pourra diminuer ou 
augmenter la vitesse du train; au moins dans le cas, ou l’air dans le tube de 
propulsion n’est pas rarefie, mais comprime. Cette proposilion ne sera pas de- 
placee ici, parceque le meme moyen peut egalement servir pour arreler le train. 

A. Qu’on se figure dans le wagon conducteur, sur lequel le conducteur 
du train a sa place, un tube conduisant dans l’interieur de la tige de propul- 
sion jusque dans le piston, el de la, en pergant la tele du piston qui fait face 
a l’air compriüne, parvenant jusqu’a cet air. Ce tuyau doit &ire ouvert en 
bas vers l’air comprime, mais en haut, le conducteur doit pouvoir le fermer 
a volonte par un robinet II,. Nous designerons ce tube par A. 

B. Supposons un second tube 3 parfaitement conforme a celui A, 
mais conduisant dans l’interieur de la tige de propulsion et du piston, a lair 
non comprime, de sorte qu'il percera l'aufre tete du piston. Le robinet par 
lequel le conducteur pourra fermer ou ouvrir a volonte ce second tube, soit 
designe par H.. 

©. Soient mis en communication les deux tubes A et B par un troi- 
sieme tube ©. Les robinets H, et H, doivent &tre construits de sorte que le con- 
ducteur par leur moyen puisse meltre en communication les deux masses d’air se 
trouvant de l’un et de l’autre cöl& du piston, tant avec l’atmosphere qu’entre elles. 

D. Le tube de propulsion et la soupape longitudinale seront construits 
comme le representent les figures 1,2,3 ou 3, 4,5, avec cette difference, 
seulement que les t@les du piston ne boucheront pas seulement la moilie supe- 
rieure du tube, comme dans fig. 3; mais Zou£ le tube, de sorte que les teles 
du piston pourront &ire jointes entre elles, seulement par des barres de fer. 
Le tube de propulsion ne sera pas ouvert ä l’extremite opposee aux pompes. 
mais ferme. 

E. Cela pose: supposons que le train des wagons monte la rampe. 
Alors le machiniste des pompes ou des reservoirs stationnaires n’a qu’ä prendre 
garde que la tension de l’air comprim& dans le tube de propulsion ne diminue 


jamais au delä de celle qui est necessaire pour gravir les plus fortes pentes 
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de la rampe; cette tension lui pourra ötre indiqude tres preeiscment, et un 
barometre ou manomötre ordinaire lui indiquera celle de l’air dans le tube. 

Si maintenant le train arrive ä des pentes mons fortes, et que par 
consequent la force propulsive de l’air comprim& dans le tube devienne {rop 
forte, et augmente trop la vetesse, le conducteur mellra en communicalion entre 
eux les deux tuyaux A et B au moyen des robinels MH, et FR.  Aussitöl 
l’air comprime derriere le piston, s’elancera dans l’autre partie du tube de 
propulsion devant le piston, ou l’air n’est pas comprime; done la pression sur 
le piston, par consöquent la force propulsive, et par suite la vilesse du train 
diminueront. Il est vrai que le machiniste des pompes ou des reservoirs, 
suivant ses ordres de maintenir toujours la meme tension de l’air dans le tube, 
reintroduira aussitöt l’air que le conducteur du train aura laisse s’ecouler dans 
l’autre partie du tube; mais neanmoins la pression sur le piston sera diminuce, 
parceque l’air devan! le piston n’aura plus la simple tension de l’atmosphere 
et quil aura &t6& comprime par l’air que le conducteur y aura introduit. Ainsi 
le conducteur du train pourra par ce moyen diminuer la vitesse du train, sans 
avoir besoin de correspondre avec le machiniste des pompes ou des reservoirs. 
Il pourrait m&eme reduire @ zero la force propulsive, par le meme moyen, en 
laissant toujours s’@couler l’air comprime dans la partie du tube de propulsion 
devant le piston, jusqu’a ce que la tension de l’air soit la meme devant et 
derriere le piston; mais cela ne sera jamais necessaire en mmontant une rampe, 
parceque la force de la gravete s’oppose ici au piston. 

Arrive de nouveau ä des pentes plus fortles, ou une plus grande force 
de propulsion est necessaire, le conducteur du train n’aura qu’a fermer le 
tube A, et qua ouvrir celui 3 vers l’atmosphere, pour laisser sorlir cet air 
comprime quil avait auparavant laiss& entrer devant le piston. Car aussitöt 
la pression qui s’opposait au piston, diminuera, et celle qui pousse le piston. 
augmentera. 

F. Si le train descend la rampe, et que les pentes sont si fortes, que 
de l'air comprim& soit nec6ssaire pour retenir le train, Je machiniste des pompes 
ou des reservoirs n’a @galement qu’a prendre garde que la tension de l’air 
comprime dans le tube de propulsion devant le piston, ne diminue jamais au 


delä de celle qui est necessaire pour les pentes les plus fortes de la rampe. 
Si alors le train arrive a des pentes plus faibles, le conducteur du train laissera 
s’echapper par les tubes A et B de l’air comprime de devant derriere le 
piston, et aussitöt la resistance de l’air comprime devant le piston diminuera. 
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Arrive de nouveau a des plus fortes pentes, le conducteur laissera s’&chapper dans 
l’atmosphere l’air comprime qu’il a introduit dans le tuyau derriere le piston. 

G. On verra aisement comment le conducteur du train, au moyen du 
maniement des robinets des tuyaux A et DB, pourra regler la vitesse du train, 
sans avoir besoin de correspondre avec le machiniste des pompes ou des 
wagons, m&me dans le cas oü les pentes de la voie sont si faibles, qu’en 
descendant la gravite seule ne pousse plus le train, et aussi dans le cas 
ou la voie monte et descend alternativement. Dans ces cas, lair doit &tre 
comprime dans le tube de propulsion des deux cötes du piston, mais a des 
tensions zneyules, et les machinistes aux deux extremites du tube doivent prendre 
garde de conserver toujours la m@me tension de air. 

If. Le ielegraphe Electrique, ou d’autres moyens de eorrespondance entre 
le condueteur du train et les machinistes aux extremites du tube, pourront donc 
ötre eviles par l’emploi du moyen indique. Il est vrai que son application 
causera une consommalion additionnelle d’air comprime, parceque suivant la 
deseription ci-dessus il peut arriver que le conducteur soit oblige de laisser 
sorlir de lair comprime dans l’atmosphere, dont par consequent la force est 
perdue, mais toulefois l’effet de ce moyen sera plus prompt que l’effet de la 
manoeuvre du machiniste des pompes; car le conducteur lui me&me fait ici ce 
que le machiniste ferait, et le temps necessaire pour la correspondance sera 
gagne. Mais ce qui est beaucoup plus important: les dangers que peuvent 
causer une absence momentande du machiniste, ou des meprises, seront evites. 
L’application du moyen est donc a recommander surtout dans le cas des longues 
et fortes pentes, et ses ellets compenseront bien la consommation addition- 
nelle d’air comprime. 

I. Le moyen sera egalement applicable pour arreter tout-ä-fait le 
train, el prelerable a ce que le machiniste des pompes peut faire dans ce but 
(par les raisons #7). Mais pour arreter subilement le train, l’enrayement ordi- 
naire seul sera propre. 

RK. Aussi dans le cas de la rarefuction de l’air dans le tube de pro- 
pulsion devant le piston, le moyen propose pourrait @tre applique, mais non 
pas sans une perte encore plus considerable de force. 


(La fin de ce m&moire au calıier prochain.) 
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27. 


Extraits de deux lettres de M. Charles Hermite 
a M. ©. G. J. Jacobi. 





I. 


Paris, Janvier 1843. 
Trstude de votre memoire publie dans le journal de M. Crelle sous le titre: 
„De funclionibus quadruplieiter periodicis quibus theoria transcendentium Abelia- 
narum innilitur,” m’a conduit pour la division des argumentis dans ces fonctions. 
a un theoreme analogue ä celui que vous avez donnez dans le 3° volume du 
me&me journal, pour obtenir l’expression la plus simple des racines des equations 
traitees par Abel. M. Liouville m’a engage a vous ecrire pour vous soumetire 
ce travail; oserais-je esperer Monsieur que vous daignerez l’accueillir avec 


toute l’indulgence dont il a besoin? 


Soit: 
4(&) = reli—- s)1—-z#r)1— 22) 1— uWr)]; 


u fetmer +f’ («+ Ay)oy ya (u SF er uf? (@' + B'y)Oy 
TH ET FT I Ta 


c—=4(uuW), ym=ıluu). 














Faisons pour abreger: 
2, —4,(nu,nu), y„=4(nu, nu), 
ces deux quanlit6s seront determinees simultanöment par les deux racines d’une 
equation du second degre, 
Ur; Ur, +U"—=0, 

dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de x, y, 4(z), 4(y); 
jai trouve qu'ils etaient de la forme P+-Q4(z)A(y), ou P ei Q sont des 
fonctions ralionnelles de & et y; mais cette remarque n'est pas essentielle pour 


ce qui sul. 
Je parlirai de ce que les racines simultanees des deux &quations 


(4) Ur-U'2,+U"=0, Uy4UVy4U"—0 


sont donnees par les formules 
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C 


u (u mi, v—I+mi, tm", yv—i+m":, ” mi vl Hm, tm", vl vu 
“ = - “ _ : u u in an Free ) , an b) 
| n | n 








Ruhr (u mi yv—l-tmii, tm", v1+m"i, u - mi’, v1 +mi, tm", vA+m"V, “) 
—/, | dc = 


rin N n 
en attribuant aux nombres entiers m, m’, m”, m"' les valeurs 0,1,2,.... n—1. 


Cela pose, soit pour abreger 


I— mi y—1 m, m" y—1--m",, I mi, y—1-+n m’ y—1 m 


.. 
et designons par f(x, y) une fonction ralionnelle symetrique de & et y, et par 


P> 9, r, s quatre racines de l'equation binome x" =1, je dis qu’on aura: 


n—1 n—1 n-] n—1 ( I r I 2; T FE 
> % x. — Pu EZ 2. == 7 ee a m’ m 
( DB.)  ın — Te f (i,( | n D) uU | n ); bı (u ! n b) u | -))} p' "g 27 $ 


T- 4-- BAG, [nu,nw)) -CAG.,nu,nu')) + DAQ.,(nu,nu')) A. (nu,nu'))]. 





4, B, €, D designant ze fonctions ralionnelles de A, (nu, nu), A,(nu, nu') 


Le premier membre peut dabord se ramener a une fonction rationnelle 





de A,(u, u), A,(w,uw'). En effet, d’apres la iron fondamentale em fonclions 


%,,, 4,, un terme quelconque, tel que r(h (ur Ba Wr), (u- 2) uW+ - 2) 


pourra elre exprime ralionnellement en 4,/u,u), 4,(u,w), IC, u,u)), 4(}, NN 
et les quantites analogues relalives ä la division ki indices. Or on trouve 
aisement ces formules: 


| dx , y \ En d 
I{r) u TR -+ en +- (0 + I a) —ı Br | = ar 3 rı a — 
1. \ Re ITEM Nr ( Py, du | N +Pp ya du! 


du 

qui montrent que les radicaux carres I/(),(w,u)), 4(4,(u,u')) pourront s’ex- 
primer ralionnellement en A,(w,w), A,(,); car en faisant disparaitre les 
irrationnelles des equalions (4.), puis les dilferentiant successivement par rapport 
a u et @, on obtiendra les expressions des derivees parlielles en fonclion ra- 
tionnelle de A,(u,u) et A, (wu, u). 

Representons le premier membre de l'equation (2.) par p(u,w), on 
demontrera bien aisement > 


N ki, y —i +li ty N" iz 4 +, 4 ki, vi +, +, y v— I+h"V, 
glu-t — „u+ 
n n 
TE Hu), 








quels que soient les entiers k, A’, k", A”. 
En l’elevant a la puissance n°, on obtient done une fonction rationnelle 
de A,(w,%), A,(w,w@), qui ne change point, en substituant a ces quantitös deux 


autres 2 des racines simultanees des equations proposees. Il suit 
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de la et de la theorie des fonclions symetriques des racines d’un sysieme 
d’equations Aa plusieurs inconnues, que cette fonction pourra &tre determince 


vationnellement par les coefficients des equations (A.). 


. a ... dA, (nu, nu) 
J'observe actuellement quil a ete introduit les quantites bus um de 











du 
Ah, (nu,nw) dA, (nu,nwW) da, (nu, nu) en VER VO REN . | 
‚ BR; .o e e 1 » TS 
du! ? du ’ du q pP r par les formule 
suivantes: 








dx En ı d un 
er j] =_ 77 «7 4 IY) (0 I) — \ — m. nel m 
(of Pa Im y_ı\Y ! PY)» a. — Pa) 7 ne I} r 
ly A Y # ’ i d ’ mi 
_ Pr Ma ( a Pr a7 g’ BE a au N 
aß — Pe du e—-j\ ,' ie RTL u Pr, 


Or, une fonction rationnelle queleonque des deux radicaux heran) )), IC, (u,w)) 
peut toujours etre mise sous la forme 

a+bI0,[u,wW)) + c4(,(wu)) --dA(H,(u,u')) IC), (u, w)), 
ce qui acheve la demonstralion du Iheoreme Enonce. 

En supposant successivement: fix, y)=2-+y, et f{z,y)=ıy, on 
aura separement par une somme de n*—1 radicaux n“ les coefficients d’une 
equation du second degre, dont les racines determineront finalement celles des 
equations proposees. On pourrail aussi faire voir quil suffit de connaitre l’un 
d’eux, lautre se determinant rationnellement par celui-la. 

Pour obtenir Ja division des indices, soil 

iv HR iv AH Tv th, Hrän a En LA | 


u u, des ıre .- 
n n 1’ 








on aura: 2,0, y„=0, et les equations a resoudre seront 
äj vr 
(e) UT=6, U"=0; 
leurs racines seront comprises dans les formules 


(mi yv—ltmi, tm", yvitm"i, miyvÄAtm, tm"! yv—l+ m" 
in n : n 











“ 
4 


n kam, v+tmi, tm" vAt+tm"i, mid yvitm tm", y—- kaen, 
yY-= N Wi 


ae n : n 
en attribuant aux nombres entiers m, m’, m", m’ les valeurs O, 1, 2, .... n—1. 
Mais si on suppose le nombre » premier, on verra aisement qu’en supposant 


successivement: 
(DJ) L=iy-., Tu l,=un y-1+n, = ut, y-A1-+2: 
I, — u, yA1+ wa, +3,y—1., L = u, yA+wW +, y—1; 


I, = ur, y—1 —t- u?) u, y—1 +2,. L,— ur; y— +u2, tu: 2, y—1 +4: 
37” 
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on pourra leur substituer les suivantes: 


! I T’ 
z—h mt, m " =), Y= 1(m-t, mt), 


n 
! 


A IL, I 
ME = rn j y=A(m2,m-2), 


n 


I I’ 
3 3 m ung 2 u 
z—=h Be y=4lm—,m—), 


| 


Be N | I I 
v . 


en excluant la solution zero, et donnant a m, u, w, w, les valeurs 0, 1, 
2, 2... 0—1. 

Mais comme les integrales qui entrent dans les expressions de u et w 
ont ele prises A la limite inferieure zero, on a A,(— u, — u) = 4,(u,u'), 
l,(—u, —u) —4,(u,w), d’ou il arrive que les n°— 1 solutions des &qua- 
tions (C.) sont ögales deux a deux; et il suffira de prendre dans les formules 
precedentes, m —= 1,2, .... 4n—1). 

Soit toujours f(x, y) une fonction rationnelle et symetrique de x et y, 
on elablira d’abord, qu’en designant par J lune des quantites Z,, 4,, 4;, Z/,, par /’ 
la quantit@ correspondante au second argument, Ben 


(nk, k 53 hi ko, > n -)) 


peut se ramener ‚m que soit lenombre entier k, ä une fonction rationnelle de 


I IN . &: l’ 
kl, —)5 hı 2 | Cela resulte de ce que les radicaux zit r —)); 

iR; ur AUS ci I’ 
I (3, Er —)) s’expriment eux-memes rationnellement en ul az —)» 


comme il est facile de le voir d’apres ce qui a elte dit plus haut. 


Cela pos&, l’expression 
Ma r' I rl l 
Sf (m(k— ‚k—),1(k—,k-- ) 
ou Z est un entier lad, pourra &tre ramenee ä une fonction ralionnelle 
FE I Tr IsE / ’ 
et symetrique de 1); 4(-,)» que je represenlerai, pour abreger, 


=; : ad — a 
par o(—; —); et qu’on demontrera aisement jouir de la propriete que: 


re) rn), 


quel que soit le nombre entier v. 
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Donc, donnant successivement ä J et ]’ toutes les valeurs correspon- 
dantes comprises dans les formules (D.), on pourra construire une @quation 
entierement rationnelle, qui aura pour racines les valeurs qui en resulteront 


! 
pour la fonction e(—, 24 


n 
Il est bien facile de voir que son degre sera le nombre 


Bee 5 
Inn nn = ——: 


ainsi,. l’equation de degre 4(n—1) de laquelle depend la determination d’une 





' a IT 
fonction rationnelle symetrique de 1; —), 1 (-—, RN peut ätre decom- 


n+—1 ’ N R 
posee en —— facteurs du degre 4(n —1), au moyen des racines d’une equa- 





‚nt—1 
tion ralionnelle du degre —: 





Les equations de degre 4(n—1) sont resolubles par radicaux. Pour le 
faire voir en peu de mots, soit 0 une racine primilive par rapport au nombre 
premier n, on etablira d’abord que leurs racines peuvent @lre representees par 


la formule 
(ne, ee. le rg *)). 


en supposant A=0,1,2,.... KR et si l’on considere la puissance de 
degre 4(n—1) de Z—. 


ir 
ll le) 
ou # est une racine de "= —_ 10, on verra wi peut u ramenee 


a une fonction rationnelle et symetrique de (=, > — ne, 2: que je 


4 . ’ I I’ [ [7 . 
representerai, pour abreger, par v(—, —), et qui jouira, comme la fonction g, 


de la propriete que: 
‚(A vI' IT 


,—) = _- 


n’n n’mn/ 
Des lors on demontre aisement qu’on peut trouver une fonction rationnelle F'(z) 
telle, que pour toutes les valeurs de J et 2’ comprises dans les formules (D.), 


on ait: 
y I ’ 
vv.) = F(p en) 


Or, connaissant la fonction y, on sait comment en deduire toutes les racines 


de l’equation proposee. 
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les considerations pr&cedentes semblent pouvoir s’appliquer egalement 
aux autres classes des transcendanles nommees generalement par Legendre 
fonelions ultra-elliptigues; il est facile en eflet de trouver les formules sui- 
vantes. Soil 




















[ an f e\ 2 f 2 \ 
(x) = y(a 1— 2)1—48)....(1—4,,127)). 
N Pii;N ) “ I 9» RN. | | n 
0,(x) Pr "TYrX Pe NE, 
| x Ola)de 
pP (x) — s 
y u Ax 
N) 
posons: 
U, mi D,(2,) -H P,(&,)- — .e0.. r D,(t,), 
u, - - DB, (: 2; ie D,( (2) + En -&, .). 
u. = D,(2,)-+ $,(&,) er ® DP,(X,)» 
el soil: 
Du Kl Eh Man cr a Ba a a nn le re BE ae Was ea Mae 
von aura. 
u, Br, :; } dır da 
I, 0, Xu) — IX +0.(2,)—-+.... +0. (2) m 
> ” Ri Be a = Pe n On 20) dur 
da, , da, | da  : 
4/ / 14 1) j ‚ \ i 
iz 0, 4 (ar,) +98) ne 0.(2,)— 
’ iD du, * a 
dan | \ dan d.r, | dan 
Ilz,) = 9,2 -O,(£, Ale, ee ME 
. a du, I du, y Der a (En) du, 


l,es fonctions 9 elant du degke n, on kn aussi que les racines de l’equation 


du 2° degre 
dr, dx, , a, | 
0 — 9,(2) — +9 (2) — +0,(&) Here 0, (E) 


du, du  ' 








sont les #2 fonctions, Lys Fiyı@ay «++ Dicıg Laer Zur 
En cherchant a determiner direclement le degre des equations relatives 
a la division des arguments dans les fonclions A, j'ai el conduit a cette remarque. 
que l’equalion algebrique correspondante a l’equation transcendante 
P(a)+Pla)+-Pl&)+....-+-Pla,) = ub(®) 
a ses coefficients ralionnels en x, quel que soit le nombre entier «; mais voici 


quelque chose de plus elendu. 





x O(a)or 
n 


0 Yy(Fa)*) 


Considerez la Iranscendante ‚ ou Ex) est un polynome entier 
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n el ın premiers entre eux, et si l’on fait v—= 4(m—1)(n—1), on sait que 
la somme d’un nombre quelconque de pareilles integrales relalives aux variables 
2, y, % etc. est reduclible a une somme composce de v termes seulement. 
dont les arguments @,, &, .... @,_, sont döterminses par les racines d’une 
equalion du degre v, dont les coefficients sont rationnels en x, y, 2, 


ı##)), YCRYy)): yCHz)) ete. 








Or, si l’on fait = y=2=...., l’equalion correspondante a l’equation 
transcendante 
ve d(.r) dr 2“, d(.r) dx j Bf ® (x) dr uf Iır)dı 
- Y ; Te+T ee \ as 1 RN 
0 yv(Fia)) °  Y(Fla)*) 0 Vv(F(.r)*) oe v(F(r)) 


aura tous ses coefflieients rationnels en r. 


11. 


Paris, Aotıt 1844. 

La bonte avec laquelle vous avez accueilli mes premieres recherches 
sur les fonctions Abeliennes, miengage a vous ecrire une seconde fois. pour 
vous soumettre quelques nouveaux resultals auxquels jiai et conduit par l’etude 
de vos ouyrages, en essayant d’etendre aux transcendantes plus gencrales, les 
principales theories des fonctions elliptiques. Mon travail m’a amen& naturelle- 
ment, a rechercher la d&monstration de quelques uns des theoremes que vous 
avez enonces dans le journal de M. Crelle; c'est aussi, Monsieur, ce dont je 
vous demanderai la permission de vous entretenir dabord; je m’oceuperai surtout 


i j ' ’ u. ne 
de l’expression de sinam(,z) par sinam (47 .), si imporlante pour la theorie 


s fonclions elliptiques; mais je ne sais si jaurai veritablement renecontre les 
es I 
prineipes qui vous onl couduit a ce beau theoreme. 

En suivant vos notalions, je nommerai // x), @'x) les deux fonelions 


qui donnent 





sinam(x2) — 41, H(a) 
ruf vz 9a)’ 
el qui satisfont aux conditions: 
. 7 (x+iK') er a Pe 
1. Kat iA)—=—e %2),, Ha+ak)—=—e ! H(&). 
Kar 2K) = I), H(z+2K) = —H(e); 


et voici d’abord une remarque sur laquelle je me fonderai principalement. 
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Soit P(x) une fonction definie par l’equalion 
4 lie iK') 
2. P(z--R2ı:K') = ee * 2. bir) 
et par la condition de periodicite 
3. P(z-+4K) = (er), 


on Irouvera qu’en supposant 


+2 mtrx 
d! N 2A 
P(2) = 2.0, ’ 
_ 


les coefficients se determinent de la maniere suivante: 
dr. ga (—1)’a,g“, Ma BEN: (Ira gt), 
de sorte qu’en employant les fonctions H et ©, ona 
ui u e\_| = 
P(z) = AH(2)+BO(e). 
Cela pose, soil 2 un nombre premier, p un entier compris entre O ei 
Birt 


— I) — —— 


n 


n—1. faisons @« =e et Mamas la somme 


N! ulet, ; ‚BG + vo due _Bler eK) 
DaB 7 Bar er er ar 55 
nommons &(x) le numerateur et a le denominaleur, savoir: 
2 )o(z ee 02 8), 


on deduit sans peine de la propriele fondamentale des ©, qui est exprimee 
par l’egalit& (1), la condition 





























pr) a 


21 
i : —n —(x+IK’) ’ 
b,(ac-+2ıK) = —e * DB,(z). 
ei il est clair qu’on a 
4K 
J 
(+) = Be) 


Or ces deux equalions peuvent re ramendes aux @quations (2) et (3), de la 
maniere suivanle. Soit (x) une fonction definie par les deux conditions 
in 2 
/ or. -} - — (x+ıK ) . 
f = +-R2ıÄ, — ——— e KÄ, \ p(x) el y(z--4K,) — p (2): 
on aura d’apres ce qui a ete dit tout-ä-l’heure: Y(x) — AH, (2) + BO, (x). 
en designani par #/, et ©, les fonctions 7 et ©, dans lesquelles A et A’ 


' 


K 
seraient supposes devenus Ä, et Ki; posons ensulte n —— x et faisons 


nK 2 N . 
12, il viendra, comme on le voit facilement: 
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nK NE u (+ %K‘) nk 
Hz (2 ” ZiK')) = —ep A N z) ei 


fi A 
2 (a2 (z 4K ) ER (a z) 
FEN on weh 
Or ces &quations font voir qu’on aura 


Be) = vlt) = 1m(tr)- Bo (tr). 


el comme la fonclion , est paire, il faut faire /==0 et il vient: 


&b,(x) = LConst. ©, (, .). 





Je passe actuellement au numeralteur designe par $ (x). On elablit imme- 
diatement. qu’il satisfait encore a l’equation 


27 
= (x+2iKt) 
4. Bla+RiK) = —e Pla 


et on peut m&me observer que chacun des n produits don! bi somme le compose, 
la verifie isolement. On trouve ensuite en designant par J un nombre enlier: 


D (x 7 a2 — U ui JE) 


Si donc je pose | 
a UT 
ALLE: 


P\x) _— e " ch (x) »* 


j aural: 





Y(x 1% en ir PIE). 


Mn 


D’ailleurs de l’equation fondamentale (4) on tirera: 


Pa-aK) = —e " Pa), 





a la place de x, et faisant pour plus de clarle 


Pe) = (2), 


N 


t 
et en mettant 2 —4p 


on en deduit: 


! . „Pi n Z (x+HiRN) 
Pf f L--2ıK ) — —P re). 


Ainsi par cette le EBENE nous sommes entierement ramenes a l’equation (4). 


Mais on a la condition de periodieite: 
‚4K A 
(at) = A), 
donc, en raisonnant comme plus Anl; il viendra: 
nK nk, 
Pa) = AH, (2) + Bor). 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIl. Heft 4. 38 
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van nK 1 a he u Ziel 
Kaisons pour la suite ——- — 77 ; nous aurons le theoreme exprime par legalite: 
h 2 / Bun. © © , 8K ni => K 
sınamz)--asin aml 2 — )-+ esinam 2-- — )+....+0@ sinam( 2-7 

ae © Er = 


FR -% 


SUR vr 
9, (5) 


Jobserve que le premier membre change de signe en augmentant x de 2A, 








ie MÜ (HtrZ 


e m 





le nombre n ctant impair, il en est de m@me de la fonction H,( ); d’ailleurs 


(57) ne change pas; ainsi il faut faire P—=0, et il vient: 


nnd 


1 « D ‘7 « am | 4R | | n—l1 > | 
sin am (a) esinam(2 +)... e@"""sinam(@-} 
 ) : | Mt 


„px A Gr +) 


Const.e #. 
5 (=) 








ITTX . > 
N iK 
kg 4 ') 
( ) 
’ h X iR, '\M +4) n 
Gonst. sin am 4 4p —). —— B.. 
M ' n 2) (2 
| M 
Je substitue maintenant aux fonctions 0 a periode reelle, les fonctions 
analogues Ir) — e** O(x), a la periode imaginaire 42A’; on trouve: 


u). 





PT „eier 
E; » ’ % “ ji 
de sorte qu’a un facteur consiant pres, l’expression —— . 
a 
i M 
iK', 
9, (7 +9r” er wi. 
» . 4 , . . A 
se transforme en la suivante: „ oü l’exponentiele e * a 





Fi (7) 


disparu; ainsi il vient: 








' RN | 4(n—1)K 
sin am (2) - sin am(« - )+....+@""'sinam(« Pa (n—1) ) 
4) 

” ( rip 


(7) 


n n 


\ e “ LE iK 
Const. sin am(-7 -4p» .). 


n 
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Pour determiner la constante, je multiplie les deux membres par x — iA’, 
puis je fais 2—=2?A’; en nommant x, x, les modules des fonctions A, A,. le terme 
sinam(z) qu'il y a seul lieu de considerer dans le premier membre, donne - 


7 


. . .  _ .“ ‚ B vi . N 
dans le second il suffit d’avoir la valeur de la derivce de 9,(, } pour 2 — dA 








r E i iv2,.$, (0) ums nr ne 
Or on obtient sans peine pour rösultat: — . | -: ainsi on a l’eealite 
’ ! 
;K' Kt Ar + 19) 
— Üonst. sin am (> +4» 1). — Bu... 
M n iu 
ar-ivm, » (0) 


el on en tire apres quelques transformalions faciles: 
z, u, (0) 


Const. — Mz . a, 
> u 








Nous voici de la sorle parvenus au theoreme exprime par legalite: 


Mi ß \ | . 1% 4 K ! | n—] _: ' 4 (n 1 ) K 
sinam(2)-+osinam\ 2 + — )-+ ....-r a” sinam( z + ———- 
% 7 


| 
7 N 








3 
= 4p ik’ .). 
sin am( 7 r 


(9 CENT 


Je n’ai plus maintenant, qu’a vous emprunter, Monsieur, la methode 
par laquelle vous etablissez les proprietes si remarquables de la fonction 
(u) = e"(2(u). 
En formant le produit 


VW, 9,0) 9 (Ba) > rer) 


ı a iK or 
on aura va +4p —) — (a), et on en deduit la formule suivante: 
n 














(08, ter) 
oe 9,40) 


ii u sins nz) sin? am (ER) Tr(t u 2 sin: am (4y A )sin: .())} 


N 
dmeR',\ )) 

















4E-D 


Im (1— sin? am (44924) sin® am (= 


38 r 
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de laquelle decoule ainsi la demonstration de votre theoreme sur l’expression 
algebrique de sinam(x) par sin am(). 

l,a methode precedente est fond6e prineipalement, sur ce caractere digne 
de toule notre altenlion, de la fonelion sinam(x), d’eire exprimable par le 
quotient de deux fonclions developpables en series, toujours convergentes, el 
qui restent les m@mes, ou ne font qu’acquerir un facleur commun, en augmen- 
tant l’argument de cerlaines quanlites constanles. Tel est le lien si simple. 
par lequel se trouve rattache aux notlions analyliques elömentaires, "ensemble 
des proprieles caracteristiques de la nouvelle transcendante, qui ont leur source 
dans le prineipe de la double periode. Mais il est important d’abord d’observer 
dans toule fonclion rationnelle de sinam(x), l’analogie des fonclions qui jouent 
les röles de numerateur et de denominateur, avec les fonclions 7/7 et ©. A cet 


effet, je considere la fonetion homogene d’un degr& quelconque n: 


$b(x) = .4H"(x) + BH""O(2)-+....+ LH(&) 0" (z)--10" (x) 
On trouve bien facilement, d’apres chaque terme en particulier: 
Ur drizn 
FR a ° -f / \n n K ä . 
$b(2-+-2ıK) (—1)"e P(x); 
on a diailleurs: 
Pp(x-4K) = +b(e); 


ainsi dans ce cas gencral, "expression analylique du caractere de la double 
periodieile, se presenle sous la meme forme que pour la fonclion sin am («). 
Introduisons aussi la fonetion H’'(x)O/x) — H(x)0'(x), qui represente le 


H(.\r) y 5 
numerateur de la derivee de nn la designant un instant par (x), on 
aura sans peine: 

ExtiK) 
—_ 1 — N 
” r ‘ 4 nn > Fa K 2 R 
(22 K) = — xt) xc-Rık)=e (8). 


De la Br, que la foncltion suivante: 

(@.) II(2) = AH" (&)-- BH""(2)0(x)-+....+ LH(z) 0""'(z) -+10”(x) 
(H'(2)0(&)—H(z)0(2)) (A H""(z)- RB H’"a)O(&@)-+.... WL 9"°r)) 

donnera encore 


ın 
» u... Du ’ \ 
II(z--4A) = II(e), Iz-+2:K)=(—I)e * I (2). 
Mais on ne peut pas salisfaire a ces deux er; par une solution plus 
generale que la fonction delinie par l’equaltion («.) qui renferme 2n constantes 


arbitraires. Supposons en effet: 


FH) = Z,@, e 
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la seconde equalion donnera facilement: 


a = (Nra„g”t”, 
d’ou: 

Bian. = (1) a, get 
k etani un nombre enlier ee ou negatif. On voit par la. que tous les 
coefficients s’obliendront au moyen des quantiles @,., @,, .... 4,,_, qui resten! 
arbitraires. Si a la condition /7(z--AA) = I/I/(x), on substitue la condition 
plus partieuliere /T(x--2K) = IE), tous les coefficients a indices pairs 


devron! etre nuls. ce qui reduira a moitie le.nombre des constantes arbitraires 


Ainsi je considere l’expression 





. , . ) / \ F; Si € x 4 . . > 
sin am (x). F(sin’am x)) — zu Zi / (sin’amx)), 


ou Fa) ei f(a) designent deux fonctions entieres, l’une du degre m, Fantre 











du deere m —1; je remplace sinam(r) par BE... le numerateur 
” E | ra P: ve Br)’ 
zii e I Ba). 1 H%e) 
I LI) — () L) ya S r(- we) 
Be 5 H'(x)9(x) — H(.) 9' (x) ‚es H?®(. r = 
z Gr) » G:(.r) 


verifiera les deux &qualions: 
ın 
N Ar we — am+1) Z(vtiK‘) 

IK +2 K) = —IU(e), IIKz--2:iK) = —e ’ II. 
independamment des valeurs des coefficients au nombre de 2m -+-1 quiil ren- 
ferme; il en representera donc la solution la plus generale. Mais d’une autre 
part. je considere le produit des \ag facteurs 

Ha). H(c—- a; .. ..H(z u - Um): H(x r Aan+ı 
il salisfait evidemment a la premiere des equations precedentes. et on voil 
sans peine qu'il verifiera la seconde, en assujellissant les conslantes «a, . «,. 
op» Gy.7, a Ja seule condition 

ad, 7-4, we T dam  Aom Hi — 2jK, 

7 elant un nombre entlier quelconque. En introduisant un facteur constant, on 
aura une nouvelle expression de la solution generale, dont la comparaison avec 
la premiere, donne le theoreme exprime par l’egalite: 


at EN > 5 0 .. 
sin am (x) F’(sin’ am (.r)) — . ( ) F(sin’am()) 


(r+a,) H(x-+a,).... Hfr + @2m 1) 








— Üonst. Rn I(r) 
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Ainsi nous oblenons sous la forme trouvee par Abel, les proprietes fon- 
damentales des fonctions elliptiques relatives a laddition des arguments. 
Dans le cas le plus simple, celui de m —=1, on aura: 
d.sin am (.r) 
dr 
Hir+a,)H(a+a,)Hia—a, —a,) 
93 (x) 


Les coeflicienis 4, B dependent des quantites @, et @a,, au moyen des deux equa- 





sin am x (sin’ am (2) -- 4) — B 





— (Gonst. 


lions qui expriment que le premier membre s’annule pour 2 = — 4, 2 = — a. 
Si on suppose «4, = —a,, on trouvera 
BR, A= —sin’am(q,). 
ce qui donnera: 


19 rer = H(x) H(r+a,) Hlxr—u 
sin am (2) (sin am (x) — sın’am{a@,)) = Gonst. — ) | an n L 





et par suile: 
H(x-a,)H(x— ua,) 
GO: (x) 





sin’am (x) — sin’am(a,) —= Üonst. 


log (sin’am x) —sin’am/a,)) = const. -- log (x -a,) -+logH (x —a,) — 2log%.x). 


Celle derniere equation conduit a la theorie des fonclions de 3" espece. en 
differentiant par rapport a a,, et inlegrant par rapport a «. 
Mais je reprends les deux equations 


7 
n — (x-+HıÄK’) 


Ic 14K)—=IH(z), Ix2-423iK)—= (—le * 
dont la solution generale est donnee par l’expression 
II(z) = AH"(&) +BH""'(2)0(2)-+....-+ 10"(&) 

(HXx) Ka) — HE) ka)) CL H"*zx) +BH"TE)o8)--....-+- 10" 8). 

En faisant a—e " et 
4K | SA | ‚ 4{n —I)A 
bir IT’ x) - ell( %- 3% eII(z Yan Kit eryt(e4 En), 
vr [7 Zi 


on aura loujours la seconde &qualion: 


‚au Igpzir ER Hi) 
b(z-+R:K') = (—1)'e b(x). 
mais de plus: 
AjK 
le FI) = wide). 
N [7 





Posani don 
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ıl viendra: 
ıK'’ 





4K 21 7 r ° yr \n an HK) +p Ko «ds \ 
v(x a: = )= Ma), P(x-+2iK) = (—I)e * es; 
Je mets a la place du facteur (—1)”, e””, et ze fais 
PR (n—M)K 
«US u » a a 
P(2) = P(a+ — — ik’); 
jobtiendrai par la les deux &quations 
{ 4K —_n— (x+iKkt) 
(x er = Pl), P(e+2:K)=—e * P (a 
On aurait pu faire plus generalement: 
’ (n—v)K iK' 
IT Eu ne _|_ — 2 
P,(e) = v(a | “ A ): 


» designant un nombre impair quelconque, et on serait arrive aux memes con- 


ditions. En faisant 
1 nK, 


Ze 
on trouvera, comme je l’ai deja etabli, que le nombre n soil impair ou pair: 


P(2) = aH, (7) +59). 


Nous voici done parvenus au theoreme exprime par l’egalite suivante: 
SK Ä n—I)A\ 
II(z2)-- ex er 0 Ze +) Fr... 0 a1} Bis —) 


PR piK'—(n—v)K\ . x , piK'—(n—rv)K 
r. ah, (at nM )+59.(5r vr 2 u )i 
Sans m’arreter a la determination des constantes «a, b, il est clair qu’en 
remplagant «. successivement par toutes les racines de l’equation binome x" == 1. 
ou en faisant pp — 0, 1,2,....n—1, on aura un systeme de n &qualions 
lineaires qui donneront: 








n—1 IX 


PSK piK'—(n- v)K af, piK'—(n—v)K 
let ben -* T ja @, A, (5 Tr n M )+ b, ar n _ | ) 


Cette ira expression de la fonction //(x), conduit au developpement en 
serie de toute fonclion rationnelle de sinam(.x) et de sa derivee. (Jai re- 
marque ä ce sujet, qu’en cherchant le developpement de la fonction 








(2) — RR Q(2) . 


d’apres celui de 


9(2)—=1— 


nn. n 
x (IxonK‘) — — (ix+nK ) 


+24‘ c0s2T- „=14 3,1) u je” te * (> 
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on arrivait au resultat suivant: 


Tr T u i 5 
A ER 7 — — (x+?aik‘) —u (ve2nike)’ 
Bi) TERN m, 
\ 
Mr A’ a 
l,a lonetion e***"H(x) donne de mäme: 
? er n+DiKr)” ie (x - (2n+DiKr)’ 
r PFT7 Anus zur (X Andi 
> (—1)" je“ _ I.) 


0 
la theorie de la transformalion decoule bien simplement des memes 
principes. Considerez en elfet, la somme ou la somme des produits deux a 
deux. trois a trois ete., ou le produit des rn fonctions (n etant impair): 














u N 
9) (7 fl =; 9 (7 1 =. g (x 1 4(n ed 


\ 
) 


Soit D,\w) le numerateur, &,(x) le denominateur: pour l’une et pour l’autre 
de ces deux fonelions on trouve les condilions: 
ir | 
a R — n—(x-+'!K?) 4K : 
basti) —e Bir), (24 => ou ie), 


ı>u€ 


desquelles il resulte 











px): IH, (2 x) +5,09, (em x) . 
2,2) = 4 A (tr x) -B,0ı it x). 


Or la fonelion ,(.r) sera paire ou impaire selon qu’elle sera relative a une 
somme de produits d'un nombre pair ou d’un nombre impair de fonctions. Dans 


» 
iv 


premier cas, On devra faire A, = 0, dans le second, B,=0; d’ailleurs 











pour D,(z) on a toujours „A,— 0. De la resulte que la somme des produits 
2 a2%,4a4,.....n—1an—1 des quantites 
AK enhR) 
Hi E ; MATT nr 
Hi.) iu (- u ) H(x+ n 
() F a Ze IA a P} “ P} . Der 4 u b 
1) 9(++-—) o(x+ Zn 
n 7) 


est conslanle,. et quelles peuvent etre considerees comme les racines d’une 
equation du rn" degre, dont les coeflieients sont des fonclions du premier degre 


nÄ \ 
1 Dr 
I\U K / oh ( 
de —— On en conelut l’expression connue de cette derniere fonclion. 
/ıI 
Y \ et a 
1 Ä / 
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par une fonction ralionnelle de l’une quelconque des quanliles precedentes etc. 
ix) 
9x)? 
immediatement, comme on le voit, de l’equation de definition des fonclions / et © 
simplement periodiques; on peut m&me remarquer la grande extension que regoil 
le devoloppement en produit infini de sinam (x), qui a ele obtenu la premiere 
fois comme consequence des formules de transformation, au moyen de l’egalite 
obtenue plus haut, savoir: 


Toutes ces proprietes speciales a la fonction a double periode decoulent 


' ä a ne d-.sinam ( 
sin am (x) F (sin am(x)) — ) flsin’ am(x)) 





Hk r+a, Ei a VEREEE H(x+ Arm) 


- Gonst. Gl) 





Jusqu’a present, je n’ose point encore esperer, Monsieur, d’appliquer avec 
succes la melhode precedente a l’analyse des fonctions de deux variables a 
quatre periodes simultandes; ce sera done sous un aulre point de vue, que je 
vais essayer de lier en quelques points, par des resultats analogues, la theorie 
des fonctions Abeliennes et des fonctions elliptiques. Ainsi je prendrai les 


fonctions de 3"" espece, et sous la forme suivante: 


I4 I)N dx -( dia: ) dv). 
Nr—a ab Ax t, va! y—b Iy)’ 


’integrale elant assujellie a s’evanouir, lorsqu’on fait a la fois 2 ==0, y-—0. 











/.r reprösentant la racine carr&e du polynome p,2'-- ma’ -- pp," --p,2’-+-p,x. 
Je la designerai par //(w,v, «, 9), lorsqu’on y aura fait les substitutions 
x —4,u,v). Y=4,{u,v), les nouvelles variables # et ® elant comme ä 


l’ordinaire: 
I der $ Je. fx 
} Ir y‘ Ay 


0 





el de meme a = 4,(0, 9), b=4,(e, ). On aura alors les expressions suivantes 
des coeflicients ‚ difförentiels: 


1 dH “ 1 rtY—a 4b z+y—b 











re * a—x)(a- Y) L (b—ı)(b—y) ’ 
ie dit A... Ab 
Bio ui 5 (“—ı)(a—y) (d— x) (b—r) 


J’introduirai pareillement les variables # et vo dans les fonctlions de seconde 


espece, savoir: 
Nur =) Min le dr | zer. 
a. ITEV 5 De he 
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elles deviendront respectivement: 


KO dv — h,4. du), St mt K)do — (+ 1)du). 
Gela pose, la premiere etant designde pour un instant par (w, v),,. et la seconde 
par (u,v),, je ferai 

E,(u,v) —= 2p,(u,v),+3p;,(u,v), et E,(u,v) = 9(u, dv); 
on aura alors le th&eoreme exprime par l’egalite suivante: 

1.  II(u,v,a,ßP)— II(e, P,u,v) 

— p,(av — Pu)--aE,(u,v)-+ PE,(u,v)— UE,(a,ß)—vE,(a,P), 
de laquelle se liren! ” valeurs des fonctions completes. Prenons en eflet 
pour & et v» deux demi-periodes simultanees 2, J, les valeurs correspondantes 
de x et y donneront J(2)=0, J(y)=0; ainsi l’on aura: 

II(Q,j,0,P) = Bl j— P)+eE(%,j)+PE(A,J)—iE, (ea, P)—JjEr(u, P). 
On remarque sur cette expression un singulier genre de discontinuite de la 
fonelion /J. En effet, les arguments «, v, &lant quelconques, il est hors de 
doute qu’on peut, sans alterer sa valeur, ajouter les periodes simultanees aux 
argumenis «, ?; mais si l!’on suppose u—?, v—=j, la fonction deviendra uni- 
quement periodique pour ces indices; c’est ce qu’on verifie aisement sur la 
valeur precedente. 

L’egalite (1) peut etre transformee en une aultre plus simple. Posons 
Z,(u,e) = E,(u,v)— 4J4u—Bv, Z,u,v) = Elu,v) — Au—Bv 
et determinons „f{, B, 4, B’, par les conditions 
Ai- Bj = E(t,j), Ai--Bj =E(,j), 
di+-Bj=E(,j), Ji+Bj—=BE(l,j), 
’, j designant deux autres demi-periodes simultanees. Faisons en outre 
b(u,v,a,ß) = Il(u,v,a, P)+uZ,(a, P)+vZ,(e, P) — c(av — Pu), 
—=p»+B—A4', il viendra: 





c etant une constante dont la valeur est ec 
2. P(u,v,a,P)— Pla,P,u,v) = —c(av — Pu). 

Dans le theoreme exprime par cette Egalite, la fonction 2, comme il aise de 

le voir, jouira de la propriete que 

b(u+23,0-+2),«,P)—= b(u,v,a,ß), Dlu+R,v12y,a,ßP) = Plu,v,a,ß); 

ainsi on obliendrait une fonction separement periodique en # et en v, en prenant 


Flu,v,a,ß) = = (fette, ae r; a, ß). 


Peut-ötre cela conduira-t-il a un developpement 4 la fonction 7 de la forme 
Sa,,e'wt), Jai remarque ä ce sujet que, le theoreme d’Adel, permet- 











Li 
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tant d’exprimer algebriquement 


; (F3AL, Jutfe) \ (ar 
iv R by 
zz 


zT 








’ 


zu tv) 
I); 


au moyen de 


nd, a WARE: u et 4 "u gl (Fe, Yw 


on oblenait un nouveau genre de ng des fonctions de deux variables 





a des fonetions algebriques de fonctions d’une variable, parfaitement analogue 
a celui que vous m’avez fait, Monsieur, lhonneur de m’ecerire; mais ce cas 
particulier, auquel j’ai ete ainsi amene, ne m’a point sembl&e moins diffieile a 
traiter que le cas general. 

Quoiquil en soit, le theoreme d’Adel donnera pour l’addition des argu- 
ments dans la fonction IT, l’egalite: 


IKu--w,v-+v,a,ß)—=Il(u,v,ca,ß) +-I[IKu, v', a,ß)+logf(u,v,w,0,«a,/). 


et on aura de meme: 


3. b(u-tu,v-v',a,B)—= b(u,v,a,ß)+-b(uW,v',a,P)+logf(u,v,u,v,e, 3). 


j 
L’egalite (2), au moyen de laquelle on peut faire F&change simultane des ar- 
guments #, v et @, P, nous donnera le theoreme correspondant: 


4 


/ ! ı\ / ri a | \ 

b(a,P,u+-u,v-vV)—=b(eo,P,u,v)-+-Pl(o,P,u,v)-+logf(u,v, uw, u) 
auquel on pourrait arriver aussi par une voie directe. Cela pose, je mets dans 
l’equation (3), a la place de w, u, v, v', respectivement, ?+u, ?--wW, ji v, 
j-+ v; il viendra 

P(u-w Ts H2j,0,P) 
| . “ ‚ 2 ! . E 2 . x 
pw RW) rlogfluth et) 
ou bien: 
D(u-tu',v-+v', ec, /) 

— (ut, 045,0, B)+ Bw, 015,0, ß) + logf(uti, 043, W-+i, v4, 0, ß) 

Cela &tant, je fais: a —=u—w, ?=v—v', ce qui donne: 


b(utu', v+v', u—u', v—v) 


bu, v tu, a Bu Hi, ua), 00) 
Hefe v4j,u'-+:,0-+j, u— u, v—v'). 
Je change ensuite, w, v’ en — w, 9 Comme la fonction & change de signe 


4 ' > \ 4r . 
avec les deux ud u, v, leterme P(— u-+i, — v4), ....) pourra s’eerire 
— (uw —i,0'—j,....); et en ajoutant aux deux premiers arguments leurs periodes 
233,2j, -pw-,0-5,....), de sorte qu’il viendra 


39 * 
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DP(u—u,v—v, u-+u), nd. 
b(ut:,v4+j),u+ru,v+vV)-PwW+,Vv+j,utu,v-v) 
J logf(u-ti, v2 —u,j—v,utu,v--v). 
En ajoutant membre a membre les deux dernieres £galites, et developpant dans 
le second membre par le Iheoreme sur l’addition des deux derniers arguments. 
il viendra: 
b(u+u), Ho; u— u, v—v) - er mu ul-u,vte) 
iblar 2, v--j,u, v) 2b (u -2,0'--j, u, v’) -+ fonct. log“. 
Enfin, si l’on applique au premier membre le RT 
$p(u,v,a,P)— Pla, P,u,v) —= — c(av — Pu), 
on obtiendra l’egalite 
P(u-+u,v-v, u—u,v—v) 

:$(u--7,v--5,u,v0)— P(u--1,v'+j, uw, v')--e(uv'— w'v) + une fonct. log‘, 
par laquelle la reduction des fonctions elliptiques de 3"" espece est etendue aux 
[onelions Abeliennes. 

Mais j’ai entrevu un auire genre de demonstration, fonde sur des con- 
siderations toutes diflerentes, et dont je vais essayer de donner l’idee en l’ap- 
pliquant aux fonclions ellipliques. 

Soil. comme a l’ordinaire: 


4) — KA-)A-2D); 


az de Aa-dr 
Pan J (e— u) dr)?’ 
on trouvera facilement: 


dz , {“" a’—a? JIx) i 
AI(a)-— = ef ——— de — _———, 
I da . A(x) z_—# = 


posons 








ei en differentiant de nouveau par rapport a a: 


d( da = 























zii RE a Na) ,4A1 
da = —2ax , dx (aa: ar 
D’ailleurs on a immediatement: 
dz 
A(&). Be; u Ila) Ada) Z- »% J(ua) 
de x—a dx Par (2 — a)?” 
on en conclut cette &qualion: 
d dz 
- d\ Ma 
«(400 1a) (a) = S ar I) —R2ardı af de, Ja) 
da a dx 7.7 IR 
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En prenant pour variables independantes les arguments 5 et « des fonclions 


x = sinam(5), a == sinam («), 
et mellant /(am(«e)) au lieu de ./(sinam («)), il viendra: 
d?z d?z A(am(«)) 


— 2z°’5sinam (a) J(am(e))-- - zZ 





da: de& sin? am(e) ' 
Soit 
\ =... en ne "1, 
F(«e) — sinam(@a)dae et 2 = — #5E(o)— [—— u; 
£ sin am («) 
on aura 
d? u d’u ia r 
da = ger done u—=Fla+s)+fle— 2) 


Considerons done l’egalite: 


* JIlam(e))dE . f da m R u 
ie I KE / - - ne He 2 Ka)-- OU —S). 
2. J . SE(e)- sin am («) er lar- s 








sinam(£)— sinam(«e) 


En faisant S—=0, on a 
da 


Fe) +fe) 2 Is am («) 


on trouverait de möme pour «—0, 





1 .i ’ de 
FO4Hr—I - Sa: 


F(a)--f(a) = Flo)+f(—a) ou fie) = f(-.). 
Je m’arrete un instant a cetie remarque; car, sans aller plus loin, on 


peut tirer de la, les theoremes fondamentaux des fonctions elliptiques. En effet. 
en differentiant par rapport a S, il vient: 


donc 


4(am.«) . A ek ne 
sinam(&) —sinam(e) Ela) = F(a+5)— f(a—5). 





Faisant successivement, S—= 2 --a, &=r—.a, etretranchant on obtient l’egalite 


J(ame) Fr A(am «) 
sinam (x -+«) — sin am («) sin am (x — a) — sin am («) 


— F{a+r+a)—I(a+-2—a)— f(ae— 2 —a)+f (eo — x -+a). 
Or la fonction f’(x) etant impaire, on voit immediatement que le second membre 
est symetrique par rapport a x et «; on aura donc: 








A(am («)) am A(am (e)) 
sin am (x -+ a) — sin am («) sin am (x — a) — sin am («) 
>. A(am (x)) 4(am(x)) 








sin am («+ a) — sinam (x) “"sinam (@«— a) — sin am (2) 
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De la se lire le theoreme d’Euler sur l’addition des fonctions elliptiques. Soit 


en ellel « 0). on aura: 





























1 1 
sinam (2 -+«) sin am (w — «) 
/(am(.r)) | A(am (x))  — 2sinam (a) f(am(.r)) 
sın am («a)—sinam(x) | sinam(a)+ sin am (2) sin? am (a) — sin? am (.r)” 
ei permulant X ei a: 
1 2 sin am (x) JS (am (a)) 
sinam(e+a) | sinam(e—a) sin?2am(x)— sin? am(a) ' 


done. en ajoutant membre a membre: 


l sin am () S(am(a)) — sinam (a) J(am(x)), 


sin am (+ a) sin? am (x) — sin? am (a) 





ce qui se ramene sans diffieulte a la formule connue. De la me&me source 
on tire encore le theoreme sur l’addition des arguments dans la fonction de 
3” espece, en operant ainsi que je l’ai fait dans une lettre adressde aM. Lzouville, 
imprimee deja dans les Comptes-rendus, et qui paraitra de nouveau dans le 
prochain numero du journal de mathematiques. Il ne serait pas dilficile d’arriver 
a la forme que vous prenez ordinairement, Monsieur, pour les fonctions de 
troisieme espece; il suffirait pour cela de partir de la formule suivante, qu’on 
demontrerait comme pr&ecedemment; savoir,;? etant une quelconque des quanlites 
qui donnent sinam (u +2) = sinam (u —?): 














Alam(@+i) )) Slam(c+i)) 
sinam (a + a) — sinam(@+:£) sin am (2 — «) — sinam(@ +) 
I(lam(c+t)) I(am(r-+1t)) 
sinam («+ .«) — sinam (v+i)  sinam(« — a)— sinam («+i)” 
| | 
e! de prendre 2 tel, ue ——— —=(. 


sınam(e) 
Mais je reviens a l’egalite: 


s J\ame)- d& wo) ' da si 
/ — 7°’ E' (@)- — _ — Ft { Le - Ss)+t fi Fe 3 . 
. sinam (£) — sin am (e) siınam(« 


FRAMBRORF « en —c«, puis retranchons membre ä membre, il viendra: 


2 sınam( «) I(am(«)) de 
J sın? ae — sin? am (@) 


Ö 


—27'SEa)=F(a-+8), + fr H— IE a)—f—5—a) 


l,e second membre pourra encore evidemment ötre represenle par Z{«--S)+fle-S 
et puisque le premier s’annule pour S=0, et «—=0, par Fi$+a)— F($— 2), 


I etant une fonction paire. Pour la determiner, differentions par rapport a S$; 
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puis faisons 50, il viendra: 


2sinam(«) Jam («) 
sin? am («) 


2F'(e) = — 





— ?2zE(e). 


d’ou, en posant /(«) = / F(a)de: 
F(e) = — #logsin’am (e) — 7’ Z(e); 


il vient done cette egalite: 





£ 2sinam (a) Jam(«)-d& 
. sin? am (£) — sin? am («) 


sincam(£—e) | 


— 2z&E(a)-+-tlog z(Z(5— a) 





sintam(&£+«) | 


de laquelle se conclut sans peine tout le reste de cette recherche. 
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28. 


Sätze über Curven zweiter und dritter Ordnung. 
(Von Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.) 


„Durch jeden Punct D einer Ellipse gehen drei Krümmungskreise 
der leiztern. welche sie in irgend drei andern Puncten A, B, C osculiren; 
und jedesmal liegen die vier Puncte A, B, C, D in einem Kreise.” Dieser 
Satz ist gewissermaalsen ein besonderer Fall von dem folgenden Satze. 

2. 1. Werden in einer Curve ter Ordnung drei beliebige Puncte 
A, B, C angenommen, so gehen durch dieselben, im Allgemeinen, 9 Kegel- 
schnitte A, wovon jeder die Curve in irgend einem andern Puncte osculirt: 
von diesen 9 Osculationspuneten sind im Allgemeinen drei reell und sechs 
imaginär, demgemäfs sie durch 322 und 6J bezeichnet werden mögen; Diesem 
entsprechend sind auch von den 9 Kegelschnitten A drei reell und sechs 
imaginär. 

Von den 9 Osenlationspuncten, 3 --6/, liegen 12mal 3 mit den drei 
Puncten A, DB, Ü zusammen in einem Kegelschnilte A,; von diesen 12 Kegel- 
schnitten A, sind 4 reell und 8 imaginär; nach einer gewissen Beziehung 

uppiren sie sich zu 3 und 3 in vier Sysieme, wovon jedes einen reellen 
ui zwei imaginäre A, enthält, und wobei die 3A, jedes Systems zusammen 
durch alle 9 Puncte R und I gehen, so dafs keiner von diesen in zwei von 
jenen liegt; bei dem einen System geht der reelle KR, durch die 3%, und die 
67 liegen. zu 3 und 3, in den zwei imaginären ÄA,; bei den drei andern Syste- 
men vehen diereellen A, einzeln durch die Puncte 3%, und durch 2 und 2 der 
Puncte 67. Durch jeden der 9 Puncte Ä, I gehen vier Kegelschnitte K, *). 


*) Es finden noch weitere Eigenschaften Statt; z.B.: Die 9 Kegelschnitte A grup- 
piren sich zu drei in 12 Systeme, entsprechend dem Umstande, wie ihre Oseculations- 
puncte R, I zu drei und drei in den 12 Kegelschnitten X, liegen. Die 3K jedes Systems 
schneiden einander (aufser ind, BD, C) paarweise in 3 "Puncten A, so dals 12mal 3. \, 
oder im Ganzen N entstehen. Die 12X, wurden oben, zu 3 und 3, in vier Systeme 
geordnet: die 3A, jedes Systems schneiden einander ebenso paarweise in 3 Puncten Y; 
was im Ganzen 12 Puncte F giebt. Nun lassen sich ferner durch jeden der 9 Puncte 
R, 4 und durch die 3 Puncte A, B, © drei neue Kegelschnitte L legen, von denen jeder 
die Curve €, in irgend einem andern Puncte Z berührt (was zusammen 27 Kegelschnitte 
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II. Durch die beliebig angenommenen 3 Puncte A, B, © sind die 
9 Puncte R, I bestimmt; auch sind durch jeden der letztern die 8 übrigen, 
aber nicht jene drei bestimmt. Nämlich von den drei Puncten A, B, C kön- 
nen zwei, oder alle drei, ihre Lage gleichzeitig ändern, während die 9 Puncte 
Rt, I fest bleiben; ändert dagegen blofs einer von jenen seine Lage, so ändern 
sich auch die letztern alle. Folgende Angaben werden dies klarer und über- 
sichtlicher machen. Der Einfachheit wegen wollen wir uns dabei zunächst 
blofs auf die reellen Puncte 34% beschränken und sie zu diesem Zwecke durch 
R, S, T bezeichnen. 

Man ziehe die Gerade BC, die der Curve in einem dritten Puncte D be- 
gegnet, und lasse dieselbe sich um diesen festen Punct 2} herumbewegen; wobei 
also die zwei andern Schnittpuncte 2, C in jedem Momente sich ändern und in 
neue Schnitte 3,, C, übergehen: dann entsprechen den drei Puncten A, B,, C, 
immer die nämlichen Puncte R, S, T', d.h. es gehen durch A, B,, €, wiederum 
drei Kegelschnitte X, welche die Curve beziehlich in den Puncten AR, S, T 
osculiren; und immer liegen die 6 Puncte 4, B,, C,, R, S, T in einem 
Kegelschnilte A,. Eben so kann man nun weiter die Gerade AB, ziehen und sie 
um ihren dritten Schnittpunct E mit der Curve herumbewegen, wodurch man 
statt 4, 3, neue Schnitte A,. 3, erhält, und wo alsdann dem System der 
drei Puncte A,, B,. C, die nemlichen Puncte R, 8, 7 in gleichem Sinne 
entsprechen, wie dem ursprünglichen System 4, B, €. 

Man sieht hieraus, dafs man, um ein neues System von drei Puncten A,, 
B,, ©, zu haben, welchem die Puncte R, S, T in gleichem Sinne entsprechen, 
wie den gegebenen Puncten A, B, €, zwei derselben, etwa A, und 3, auf der 
Curve willkürlich annehmen und dazu den dritten €‘, leicht bestimmen kann. 

Alle diese Systeme A, B, C; A,, B,, Ci; etc., denen die nämlichen 
Puncte R, S, T entsprechen, lassen sich auch wie folgt bestimmen und in 


ihrer Totalität übersehen. 





L und 27 Puncte Z giebt), und dann liegen die jedesmaligen 3 Punete Z wiederum mit 
A, B, C zusammen in einem Kegelschnitte L,, so dafs jedem der 9 Puncte R, / ein 
solcher Kegelschnitt L, entspricht. Diese 9L, ordnen sich zu 3 in 12 Systeme, gemäls 
der Art, wie die 9 Puncte R, I zu drei in den 12%A, liegen, und die 3L, jedes Systems 
schneiden sich in einem und demselben Puncte, und zwar sind diese Puncte die nämlichen 
vorgenannten Puncte Y; zudem gehen die 3L, einzeln durch die Schnittpuncte 3A des 
entsprechenden Systems von 3K. Endlich haben die 27 Puncte Z noch die Eigenschaft, 
dafs in jedem derselben die gegebene Curve von einer solchen Curve vierter Ordnung, 


welche A, B, C zu Doppelpuncten hat, sechspunctig berührt werden kann; u. s. w. 
Crelle’s Journal f. d. M. XXXII. Heft 4. 40 
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1°. Zieht man aus A, B, © (oder A,, B,, C,) durch einen der Puncte 
R, S, T, etwa durch R, Gerade AR, BR, CR, so treffen diese die Curve 
zum dritten Mal in solchen Puncten «, , y, welche in einer Geraden @ lie- 
gen *). Und umgekehrt: Zieht man irgend eine Gerade @, und weiter aus 
den Puncten @, ?, y, in denen sie die Curve schneidet, durch einen der 
Puncte 2, S, T, etwa durch R, die Geraden «Rt, PR, yR, so treffen diese 
die Curve allemal in einem der genannten Systeme A, B, C; etc. Hiernach 
giebt es also ebensoviele Systeme A, B, C, als sich Gerade @ in der Ebene 
ziehen lassen; jeder Geraden @ entsprechen drei Systeme (in Bezug auf AR, 
Ss, T): und umgekehrt: jedem System A, BD, C entsprechen drei Gerade @. 

2’. Legt man durch die drei Puncte A, S, T' irgend einen Kegel- 
schnitt A,. so schneidet er die Curve in noch drei Puncten, welche allemal 
eines der genannten Systeme A, B, C; A,, B,, C\; etc. sind. (Eben so 
schneidet jeder Kegelschnitt A, welcher die Curve in einem der drei Puncte 
R, Ss, T osculirt, dieselbe aufserdem in einem solchen System.) Hieraus er- 
geben sich folgende nähere Bestimmungen. 

Der durch AR, 8, T' gelegte Kegelschnitt A, kann insbesondere die 
Curve in irgend einem andern Puncte osculiren, in welchem dann die drei 
Puncte A,, P,, C, (oder A, B, EC) zusammenfallen; und zwar kann dies, 
zufolge (1.). in drei reellen Puncten A,, 8,,. 7, (und in 6 imaginären J,) ge- 
schehen, und es müssen diese drei Puncte mit jenen Z, S, T in einem Kegel- 
schnitte A, liegen. Ferner findet die Wechselbeziehung Statt, dafs auch durch 
die Puncte #,, 8,, 7, drei Kegelschnitte A} gehen, welche die Curve ein- 
zeln in den Puncten 2, 8, T osculiren. Weiter giebt es 9 Kegelschnitte X,, 
von welchen jeder die Curve in einem der Puncte R, 8, T' und zugleich in einem 
der Puncte A,, 8,, 7, oseulirt. Endlich haben die zwei einander zugeordneten 
Systeme von drei Puncten R, S, T und R,, S,, T', allemal solche Lage, 
dafs, wenn man aus einem Punecle des einen Sysiems durch die Puncte des 
andern Systems Grerade zieht, diese drei Geraden der Curve stets in den näm- 
lichen drei festen Puncten U, Y, W begegnen. Die neun Geraden, welche 
die Puncte beider Systeme mit einander verbinden, treffen sich somit, zu 3 


*) Die Aufgabe: ,‚Wenn in der Curve Ster Ordnung drei beliebige Puncte 
A, B, Ü gegeben sind, in derselben denjenigen Punct X zu finden, für welchen 
die Geraden AN, BX, CA der Curve zum 5ten Mal in solehen Puncten a, ß, y 
begegnen, welche in einer Geraden liegen;” hat im Allgemeinen neun Auflösungen ; 
sie giebt für X die nämlichen, oben (I.) betrachteten neun Puncte 3R und 6J/. 
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und 3, in den festen Puncten U, V, W; diese Puncte liegen in einer Gera- 
den. Sie sind die reellen Wendungspuncte der Curve. 

Die Puncte A, S, 7 haben ferner die Eigenschaft, dafs die Tangente 
in jedem, und die Gerade durch die beiden andern, der Curve im nämlichen 
Puncte begegnen; so dafs also die Geraden T'S, TR, SR und die Tangenten 
in iA, 8, T die Curve in den nämlichen drei Puncten r, s, £ schneiden. 
Ebenso werden durch A, 8,. 7, drei neue Puncte r,, sı, fı bestimmt. Diese 
neuen Systeme 7, s, Z und 7,, 5, 2, haben durchweg gleiche Eigenschaften, 
wie die vorigen; sie sind einander zugeordnet, und die 9 Geraden, welche sie 
wechselseitig verbinden, gehen ebenfalls, zu 3 und 3, durch die Wendungs- 
puncte U, V, W; u. s. w. 

IH. Ändert von den Puncten 4, B, C, blofs einer seine Lage, so 
ändern sich alle 9 Puncte #2, 7; kommen jene insbesondere in eine Gerade 
ABC zu liegen. so lösen sich die oben (I.) betrachteten Kegelschnitte A und 
K, in Systeme von zwei Geraden auf: die eine Gerade jedes Systems ist 
allen gemein; sie ist die eben genannte Gerade ABC: die andere ist reell, 
oder zinagenär, je nachdem zuvor der betreffende Kegelschnitt reell oder imaginär 
war. Bezeichnen wir diese andern Geraden, wie zuvor die Keeelschnitte, 
durch A und ÄA,., so ergiebt sich aus dem obigen (1.) unmittelbar Folgendes: 

„Eine Curve dritter Ordnung hat im Allgemeinen 9 Wendungspuncte: 
drei reelle 32%, und sechs imaginäre 6/, (ebenso 9 Wendungstangenten K: 
drei reelle, und sechs imaginäre). Von den 9 Wendungspuncten liegen 12mal 
3 in einer Geraden A,; von diesen 12 Geraden A, sind 4 reell und $ imaginär: 
sie gruppiren sich zu 3 und 3 in vier Sysieme, deren jedes eine reelle und 
zwei imaginäre Gerade A, enthält, die zusammen durch alle 9 Puncte R und / 
gehen; bei dem einen System geht die reelle Gerade durch die 3R, und die 
zwei imaginären Geraden enthalten die 6/ zu 3 und 3; bei den drei übrigen 
Systemen gehen die reellen Geraden einzeln durch die 3 Puncte # und durch 
2 und 2 der 6 Puncte J; durch jeden der 9Puncte Z, / gehen vier Ge- 
rade A. 

3. Eine Curve dritter Ordnung kann, im Allgemeinen, in jedem ihrer 
Puncte P von einem Kegelschnitte fünfpunctig berührt werden; beide Curven 
haben dann aufserdem noch einen sechsten Punct A gemein, der wie folgt 
bestimmt wird. Die Tangente in P an die Curve 3ter Ordnung schneide diese 
in P,; die Tangente in P, treffe dieselbe in P,: so begegnet ihr die Gerade 
PP, im verlangten Puncte A. 


40 * 
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Stellt man sich in irgend zwei andern Puncten Q und R der Curve 
die sie fünfpunctig berührenden Kegelschnitte und die respectiven sechsten Puncte 
B und C, welche sie mit denselben gemein hat, vor, so finden unter andern 
folgende Beziehungen Statt: 

1°. Liegen P, Q, R in einer Geraden, so liegen auch A, B, € in 
einer Geraden. 

2°. Wird die Curve 3ter Ordnung in P, Q, R von einem und dem- 
selben Kegelschnitte berührt, so liegen alle 6 Puncte P, Q, R, A, B,C in 
irgend einem andern Kegelschnitte; und auch umgekehrt. 

Berlin, im Juni 1845. 
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29. 


Uber das dem Kreise umgeschriebene Viereck. 


(Von dem Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.) 





Di Lehrbücher der Geometrie enthalten den Satz: 

„Dafs dem Viereck nur dann ein Kreis sich einschreiben lasse, 
wenn die Summen der Gegenseiten gleich sind.” 

Dieser Satz ist mangelhaft und unvollständig; er ist in zwei Hinsich- 
ten nur ein Bruchstück. Man dachte dabei blofs an das convexe Viereck, 
und selbst bei diesem nur an den Fall, wo der Kreis keine Seite in ihrer 
Verlängerung berührt. Da man aber schon beim Dreieck diese Beschränkung 
aufgehoben und statt des einen eingeschriebenen Kreises, ver eingeschriebene 
Kreise betrachtet hat, so mufs auch dem Viereck eine freiere Auffassung 
zukommen. Der vollständigere und umfassendere Satz für das Viereck lautet 
wie folgt: 

„Jedes Viereck, bet welchem entweder die Summe irgend zweier 
Seiten gleich ist der Summe der beiden übrigen, oder die Differenz irgend 
zweier Seiten gleich ist der Differenz der beiden übrigen, ist allemal einem 
Kreise umgeschrieben.’” Und umgekehrt: „Bet jedem dem Kreise umge- 
schriebenen Viereck ist, ın Betracht je zweier Seiten, entweder ihre Summe 
oder ihr Unterschied, beziehlich, gleich der Summe oder dem Unterschiede 
der beiden andern Seiten.” 

Dieser Satz gilt gleichmäfsig für alle drei Arten einfacher Vierecke: 
für convexe, concave (mit einspringendem Winkel) und überschlagene. 

Die beiderlei Bedingungen über Summe oder Unterschied der Seiten 
des Vierecks finden immer zugleich Statt; jedoch die Summe nur auf eine, 
dagegen der Unterschied auf zwe? verschiedene Arten. Sind a, 5, ce, d die 
Seiten, abgesehen von ihrer Aufeinanderfolge, und ist in Rücksicht ihrer Gröfse 

1. a>b>cDd, 
so hat man zugleich die drei Gleichungen 
a-d=b-+H.c, 
2. a—c—=b—d, 
a—b c—d; 


I \ 
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von denen jede die beiden andern zur Folge hat. Sind umgekehrt vier Gerade 
a, b, c, d unter einer dieser Bedingungen gegeben, und man verbindet sie 
nach beliebiger Ordnung zu irgend einem Viereck, so ist dieses, gemäls des 
Satzes, allemal irgend einem Kreise umgeschrieben. Es können aber die vier 
Seiten nur nach drei wesentlich verschiedenen Ordnungen auf einander folgen. 
und somit giebt es in dieser Hinsicht nur drei verschiedene Viercke V,. V: 
und V,, die sich am leichtesten durch ihre Gegenseiten unterscheiden lassen. 


nämlich : 
V, = abde: Gegenseiten « und d, db und e; 
V, = abed: Gegenseiten « und ce, db und d; 
V, —= achd: Gegenseiten a und db, ce und d. 


Das Viereck ist durch die vier Seiten nicht bestimmt; vielmehr kann 
es seine Form unendfach ändern; es kann sogar aus einer der drei Haupt- 
Arten (convex, concav und überschlagen) in die andern übergehen. Von 
den unzähligen Formen, in welche jedes der drei in Betracht stehenden Vierecke 
Y,, Y:, F, durch stetige Veränderung übergehen kann, mögen sechs beson- 
ders hervorgehoben werden. Sie sind in den Figuren-Gruppen 1.2.3. Taf. IV. 
unter I. H. II. IV. V. und VI. dargestellt. Für alle drei Fälle ist Fig. 1. ein 
convexes Viereck, und aus ihm folgen, durch blofses Verschieben, die fünf 
übrigen. Wir wollen sie einzeln betrachten. 

Fiy. 1. Hier kann I. übergehen in das Dreieck Il., oder in das 
Dreieck IlI.; dort wird die Diagonale AC, hier die Diagonale DB ein Maximum. 
Sodann gehen Il. und Ill. in die concaven Vierecke IV. und V. über, und 
von diesen kann sich jedes zuletzt auf den Grenzfall, die Gerade VI., reduciren. 
wo beide Diagonalen AC und DB zugleich ihr Minimum erreichen. 

Fig. 2. Hier kann I. in das Dreieck ll. übergehen; wobei die Dia- 
sonale AÜ ein Maximum wird. Sodann geht II. in das concave Viereck Ill. 
über; dieses weiter in IV., wo die Seite d auf « fällt und die Diagonale IB 
ein Minimum wird; ferner geht IV. in das überschlagene Viereck V. über, 
und dieses zuletzt in die Gerade VI., wo DB ihr Maximum und zugleich AC 
ihr Minimum erreicht. Man kann aber auch das convexe Viereck I. unmiitel- 
bar in die Gerade \1. übergehen lassen: durch Verlängerung der Diagonale 
DB bis zu ihrem Maximum. 

Fig. 3. Hier entsteht aus I. das Dreieck II., wobei AC ein Maximum 
ist; sodann wird aus Il. das concave Viereck IIl.; aus diesem der Über- 
gangsfall IV., wobei d auf @ fällt und DB ein Minimum wird; aus diesem 
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weiter das überschlagene Viereck V., welches zuletzt in die Gerade VII. über- 
geht; wobei DB ein Maximum und zugleich AC ein Minimum wird. Auch 
hier kann I. unmittelbar in die Gerade VI. übergehen. 

Jedes der beiden Vierecke V,; und Y; kann somit von jeder der drei 
Arten: convex, concav oder überschlagen sein, wogegen das Viereck Y, nur 
convex oder concav, aber nicht überschlagen sein kann, weil in einem über- 
schlagenen Viereck die Summen der Gegenseiten niemals gleich sein können. 

Was die Lage des eingeschriebenen Kreises gegen das Viereck betrifft, 
so liegt er bei allen Vierecken V, innerhalb, dagegen bei allen Vierecken V; 
und V, aufserhalb derselben. Bei den obigen sechs Formen sind folgende 
nähere Umstände anzugeben. 

Fig. 1. Bei I. berührt der Kreis jede Seite zwischen ihren End- 
puncten; bei II. berührt er die Seiten 5 und d in ihrem gemeinsamen End- 
puncte 2; bei IV. berührt er die Verlängerungen der Seiten 5 und d über B 
hinaus; und bei VI. reducirt er sich auf seinen Mittelpunet, der zwischen 3 
und D liest. Bei IIl. und V. findet Analoges Statt, wie bei II. und IV. 

Fig. 2. und 3. Bei I. berührt der Kreis alle Seiten in ihren Ver- 
längerungen; bei ll. berührt er zwei Seiten im Puncte 3, die zwei andern 
in ihren Verlängerungen über A und EC hinaus, so dafs er aufserhalb des 
Dreiecks ADC liegt; bei III. berührt er die an B liegenden Seiten zwischen 
ihren Endpuncten, die beiden andern in der Verlängerung über A und © hinaus; 
bei IV. berührt er zwei Seiten @ und d in ihrem gemeinsamen Endpuncte 4, 
und von den übrigen die eine zwischen ihren Endpuncten und die andere in 
der Verlängerung; bei V. berührt er die sich kreuzenden Seiten zwischen ihren 
Endpuncten und die beiden andern in ihren Verlängerungen über A und € 
hinaus, so dafs er zwischen diesen Ecken A und € liegt; bei VI. endlich 
redueirt sich der Kreis auf seinen Mittelpunct. 

Um die den Vierecken V,, V;, Y, eingeschriebenen Kreise zu unler- 
scheiden, sollen sie beziehlich durch A,, A,, A,, und ihre Radien durch 
r,, 7a, 7, bezeichnet werden. Jeder dieser Kreise hat in Rücksicht seiner 
Gröfse, im Allgemeinen, einen begrenzten Spielraum; sein Radius kann stetig 
abnehmen, bis er Null wird: dagegen kann er nicht beliebig zunehmen, son- 
dern nur bis zu einem bestimmten Maximum; welches näher anzugeben ist. 


Man setze a+d=b-+c=s, 
3. d—ct = b—d =— t, 
a—b=c—d= u. 
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Diese Gleichungen drücken beziehlich das Verhalten der Gegenseiten 
bei den drei Vierecken V,, V,, V, aus. Werden die Maxima der Radien 
7,. 7, r, durch R,, R,, A, bezeichnet, so hat man 


Ye .; ER mu: ni nd 
und daher 
5. B:R:R = —:—:—; 
$ ) T 


und weil sS>1!>>u ist, so ist auch 
6. R>RD>R.. 

Hiernach läfst sich die Möglichkeit oder Unmöglichkeit der folgenden 
Aufgabe leicht ermessen. 

„Ein Viereck, dessen Seiten gegeben sind und zudem den obigen 
Bedingungen (2.) genügen, einem gegebenen Kreise K umzuschreiben.” 

Ist R der Radius des gegebenen Kreises und ist A>R,, so ist 
die Lösung unmöglich. Ist dagegen R<- R,, so sind 6 reelle Lösungen 
möglich; nämlich von jedem der drei Vierecke V,, V;,, V, sind zwei ver- 
schiedene möglich. Ist ferner R>R,, aber R<R,, so sind 4 reelle Lösun- 
sen möglich; nämlich von den Vierecken VW, und V, sind von jedem zwei 
möglich. Und ist endlich AR, und R<-R,, so sind nur zwei verschiedene 
Vierecke Y, möglich. Diese als möglich angegebenen Vierecke sind zu 





construiren. 

In Betracht der drei Vierecke V,, V;,, V;, können auch besondere 
Fälle eintreten. Die Seiten können theilweise, oder auch alle einander gleich 
sein, ohne dafs dadurch die obige Bedingung (2.) gestört wird. Nämlich es 


kann sein: 





@) db=ec, oder 
P) a=b, und e=d, oder 
y) sb=c=d 
Im Falle («) verschwindet jeder Unterschied zwischen den Vierecken 








V, und #;, und die obigen Maxima (4.) reduciren sich auf b 
7. R=4yad; B— RB, — 9 


Im Falle (£) werden die Vierecke V, und V, ein und dasselbe, aber 
die Kreise K, und K, bleiben verschieden; so dafs also demselben Viereck V, 
zwei verschiedene Kreise zugleich eingeschrieben sind. Das Viereck V, wird 
ein Parallelogramm, der ihm eingeschriebene Kreis K, wird unendlich grofs 
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und sein Mittelpunet ist unendlich weit entfernt. Die Maxima werden hier 


8. R=—:, R—--77, RR = 


a+c’ a— € 0 
Im Falle (y) sind alle drei Vierecke gleich, sind Rauten, und für die 
Maxima hat man 
9. R, = 3a; R, == R, dien N: me 5, 








Werden die Seiten eines einfachen Vierecks verlängert, so entstehl 
das vollständige Vierseit, und dieses besteht dann aus drei einfachen Vierecken. 
von welchen das eine convex, das andere concav und das dritte überschlaoen ist. 
Ist eines dieser einfachen Vierecke einem Kreise umschrieben, so sind auch 
die beiden andern, so wie das vollständige Vierseit, demselben umschrieben. 
Und umgekehrt: je vier Tangenten eines Kreises bilden ein umschriebenes 
vollständiges Vierseit, bestehend aus drei einfachen Vierecken, die alle dem- 
selben Kreise umschrieben sind, so dafs die Seilen eines jeden der obigen 
Bedingung (2.) genügen. 

Es sei Fig. 4. ein vollständiges Vierseit. Die drei einfachen Vierecke. 


welche es enthält, sind: 


Das convexe ABCD4 — N, 
Das concave EDFBE — 38, 
Das überschlagene AECFA — C. 


Nach blofs äufserlichem Ansehen der Figur kann der eingeschriebene 
Kreis sich nur auf zwei Arten gegen das vollständige Vierseit verhalten: näm- 
lich er liegt entweder 

ce) Im Raume A, oder 
P) Im Raume Y. 

Im Falle («) sind bei den Vierecken A und B die Summen und bei 
& die Unterschiede der Gegenseiten gleich; oder bei E sind die Summen der 
den Ecken A und CE anliegenden Seiten gleich. Also ist 

AB-CD = AD--CB, 
10. BE+DF — BF--DE, 
AE-+AF = CE-CF. 

Im Falle (3) sind in jedem der drei einfachen Vierecke die Unter- 
schiede der Gegenseiten gleich; oder bei A sind die Summen der den Ecken 
A und ©, bei 3 die Summen der. den Ecken & und F', und bei E die Summen 
der den Ecken E und F' anliegenden Seiten gleich, In Zeichen ist also 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 4. 41 
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(| 48-40 —= CB-+CD, 

11. EB-ED = FB-ED, 

|EAEC — FALFC 
Ilieraus läfst sich entnehmen, wie man, wenn eines der drei einfachen 
Vierecke U. DB. © unter der Bedingung (2.) gegeben ist, alsdann auf das 
Verhalten der beiden andern, so wie auf die Lage des Kreises schliefsen kann. 
/. B. bei dem überschlagenen Viereck & liegt der Kreis immer zwischen 
denjenigen Gegen-Ecken (A und C, oder E und F'). an denen die anlie- 

senden Seiten gleiche Summen haben; u. s. w. 

Bemerkung. Der obige Lehrsatz über das dem Kreise umgeschriebene 
ebene Viereck. so wie die übrigen Betrachtungen über dasselbe, finden auf 


. 
r 


oleiche Weise auch für das sphärische Viereck statt. 
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30. 
MEMOIRE 


sur les differentes manieres de se servir de lelastieite 
de l’aır atmospherique comme force motrice sur 
les ehemins de fer. 


Une de ces manieres constitue les chemins de fer «fmospheriques 
proprement dils. 
(Par l’editeur.) 


(Fin du m&moire No. 3 au premier, No. 14 au second et No. 26. au troisieme cahier de ce tome. ) 





Calcul de la force et de la masse d’air comprime necessaire 
dans le systeme No. IV. $. 4. 


62. 

A. Dans le systeme No. IV. ($. 4) c'est le tube de propulsion, place 
entre les rails, qui sert de reservorr d’air comprime, d’ou la locomolive a air. 
a la tele du train des wagons, puise la force necessaire de traclion. Donc 
il faut que ce tube ne conlienne pas seulement la masse d’air comprime 
que la locomotive consume, mais il faut aussi que l’air qui reste dans le tube 
apres que la locomolive en a enleve ce quil lui faut, ait encore la tension 
necessaire pour produire la force de traclion que la resistance des wagons 
demande sur tous les points de la voie, jusqu’a la fin du trajel. La force 
effective que par celte raison l’air qui est dans le tube doit conserver jusqu’a la fin 
du trajet, sera ordinairement perdue: car si elle ne peut pas ätre utilisce in- 
stantancment pour pousser un second train, l’air comprime s’@chappera bientöl 
par la soupape longitudinale, dont la fermeture n’est jamais absolument complete. 

B. Designons, comme ci-dessus, par u, la tension effective de l'air 
comprime6, necessaire sur la plus forte pente , de la voie, et par u. la tension 
de l’air necessaire pour la pente 9. a la fin du trajet. Nous supposerons le 
cas le plus favorable, savoir celui, oü les plus fortes pentes se trouvent au 
commencement du trajet, et ou les pentes diminuent environ dans la meme 
proporlion que la tension de l’air dans le tube est diminuce par l’öpuisemen! 
opere par la locomotive, de sorte que les dernieres pentes de la voie soient les 
plus faibles. Souvent le profil longitudinal de la voie sera moins favorable: 

41 * 
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il se pourra md@me que le train ait a gravir encore vers la fin de son trajet 


de forles pentes, et oü il faut par consequent que le tube-reservoir conlienne 
encore jusqu’au bout un air comprime d’une forte tension, qui alors sera perdu. 

Dans le cas le plus favorable suppose, la masse d’air atm. qui doit se 
trouver dans le tube de propulsion sera 4nd’L(1-+u,), et celle qui doit 
y rester encore ä la fin du trajet, sera 4aöÖ®L(1-+u,), L elant la longueur 
de la voie et ld le diametre du tube. 

€. Done, si la consommation d’air pendant le trajet est designee comme 
ci-dessus par S', celte masse d’air doit eire egale a la difference des deux 


masses ci-dessus, ce qui donne 


510. S— 4nd’Li1+u,—1—u,) = 1720°(u„—u,)L. 
Cette equalion determinera le diamelre d du tube et on obtient 
r 2 45 
ll. 6° 





. aL(un— u;) 

D. Mais la masse d’air S' n’est pas celle qui est consommee en un 
trajet. C’est plutöt la masse Zofale d’air que le tube de propulsion doit con- 
tenir au commencement du trajet, et que nous designerons par S,„; car ce 
qui en reste a la fin du trajet est perduw (suivant la remarque (A.) ) toutes 
les fois qu’un nouveau trajet ne suit pas immediatement le premier. Done la 
consommalion pendant un trajet sera ordinairement 

512. 8, —= Ind’Lu,; 


ou, en substituant la valeur de d* (511): 


m ‘ Y U, ’ . 
513. 8, =. - met. cub. d’air alm. 
Um — U: 





K. Pour prevoir tous les cas, on pourra supposer une locomotive de 
seconde sorle, ou Fair comprime n’est pas introduit dans les cylindres durant 
foute la course 4 des pistons, mais seulement pendant la partie 

- 2 
5314. k= „— (340 
ir, 


de cette course, et oü alors l’effet de la machine est un maximum dans le 





cas oü lair introduit dans’ les eylindres a la tension «,; car le cas des loco- 
molives de premiere sorte n’est que le cas particulier «,= 0 de celui des 
locomolives de seconde sorle. 

Or pour les locomolives de seconde sorte, la formule (378) donne pour 
les tensions w, et u, de l’air comprime necessaires sur la pente f,„ (la plus 
forte de la voie), et sur celle 5, ä l’extremite de la voie: 
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gig i+u, 5 OD (n--tang ?,,) 
I ITEm 1-+-log nat(1+1,) RT J:ko | u 
as 1+u, £ OD (n +lang f.) 
516. il dr Ki 1-+-log nat(1+«,) 2. + N:10 
F. De (515 et 516) on tire 
a ie aa 1+u, OD (tang A. — tang }.) 
517. Mm Mn 1-Hlognat(l+u,) 4:40 er 
>18 u (u, —log nat (1+u,)) 1?Ao+(-+u,)OD(n-H-tang ?,,) 
ER 1-+lognat(l+u,)J?Ao i 


et cela substitue dans (513) donne 
510... Sie S. Ca, —lognat(1+u,))A??70+(+%,)OD(n-+tang 3m) 
% (d-+4,) OP (tang Am — tang Pf.) 
G. Dans celte expression il faudra encore substituer celle de 5 qui 
depend encore de u. 





Supposons un chemin de fer ou il n’y a pas de pentes si fortes que 
la gravil@ seule en puisse faire descendre le train, ce qui serait aussi un cas 
favorable pour le systeme No. IV, puisqu’alors la tension la plus forte, que 
l’air comprim& dans le tube doit avoir, n’est pas tres-considerable. Puis, pour 
abreger, meltons a cöle la masse d’air necessaire pour engendrer la vitesse au 
depart du trajet. Alors l’expression (440) donne S et on obtient par (519): 








520. SS, = 
L(OD(n+tangy)+d4,io (u, —lognat(l +u,)) AA? 0+(4+u,)OD(n-+tang 9) 
(1+lognat(l+u,))Do (1i+u,)ODi(tangdm—tang f;) ı 


en designant par y l’angle qu’une droite tirce par les deux points extremes 
de la voie ferait avec l’horizon; car pour appliquer ä la tolalit& de la voie 
la formule (440), qui ne se rapporte que sur une partie de la voie, dont la 
pente 5 est constante, il n’y a suivant ($. 35. $.) qu’a prendre la somme 
algebrique des hauteurs positives et negatives des pentes. 


IH. Maintenant on aurait ä calculer la valeur de «,, qui par la formule 
(520) donne un Minimum pour S,„, en supposant que toutes les quantites 
qui se presentent dans cette formule, et par consöquent aussi les dimensions 
4 et 4 des cylindres de la machine, ont ete deja determinees. 

Mais comme alors SI est determine par u,, et que le diameire Öd (511) 
du tube de propulsion en depend, on pourrait parvenir a un J trop fort, ou trop 
faible, et le diametre du lube est deja presque fixe par lui meme. Il ne peut 
pas elre trop faible, pas m&me au dessous de 36 centimetres, dimension que 
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la construclion de la soupape longitudinale et son maniement demande au moins; 
ni trop fort, parceque un grand lube est extremement coüleux. 

Il s’agit done plutöt dans (512), que «, soit aussi petit que possible, 
a condition que S (510), pour cette valeur de u„, ait encore la grandeur 
suffisante. Suivant (510) on a 

521. 4nd’Lu. = S-+Ind’Lu,. 
done 8, (512) pourra aussi etre exprime par 
522. 8. = S-+4nd’Lu,, 

et en substlituant dans celte expression celles de S et de u, (440 et 516), 
on obtient 








= Ku L nö?:D 
IR. Im = 1-+lognat(1-+u,) [at ang+ 14 4) TR WIEN (n- ng P: )) 
dA . - 
+ 370° (u —lognat(1-+u,))]. 


Voila la formule par laquelle «, est a fixer, alin qu’il donne pour 8, un 
minimum. Ce calcul n’elant pas possible sans le secours de series infinies.. il 
[audra caleuler le resultat demande au moyen de quelques essais. 


63. 

A. Apres avoir trouve la valeur de S,„, il s’agit de caleuler la force 
ue doivent avoir les machines pmeumatiques, destinees a comprimer l’air dans 
le tube de propulsion depuis la tension 1 jusqu’a la tension 1-+ u„. Cette 
[force sera alors celle necessaire pour un trajet. 

B. Suivant ($.23. 76.) le moment de la force necessaire pour com- 
primer l’air dans un bassin du volume 5, depuis la tension 1-14 jusqu’a la 


tension 1-+-rv, est 


524. N= 4ob(— 2). 

Si» et A, comme il peut arriver ici, sont tres-differents, un pision 
de la pompe. de grandeur invariable, ne sera pas propre pour operer toute la 
compression; car la force necessaire pour faire descendre ce piston, varie trop 
sensiblement. Elle est pour le premier coup du piston 


hi 
2 7 
et avant le dernier coup 
er. k L 4 k 5 
- x » 2 nu . 7 EZ = Eu PR BR a &. =; \ 
526. nn I 0 (#- N 5) -) —— ko (3 N \ I 2) —) zumee» l Ö (v— 1), 


et celte derniere force est presque le meme multiple de la premiere. que v 
l’est de 4. 











50. Sur Vappl.de l’elasticite de Pair atm. comme force motr. sur les chemins de fer. 315 


Donc, si l’on veut que la force qui met en mouvement la pompe, ne 
soit point par trop variable, que le mouvement ne soit pas trop peu uniforme, 
et si l’on ne veut pas compter trop sur les volants, on sera force, ou de se 
servir successivement de plusieurs pistons peu ä peu plus petits, ou, si l’on veut 
garder le m@me piston, de le faire monter et descendre successivement peu ä 
peu a une moindre hauteur. 

©. Supposons qu’en commengant, m, chevaux, travaillant Z, secondes, 
operent par un grand piston la compression de l’air depuis la tension 4 jusqu’ä 
celle v,, qu’apres cela m, chevaux, travaillant #, secondes, operent la com- 
pression de cet air depuis la tension v, jusqu’a celle v,, par un plus pelit piston; 
et ainsi de suite. ÜCela pose, en designant par N,, N,, N; etc. les moments 
des forces necessaires pour ces operalions successives, on a 

527. mtpy—=N,., mtbp—= N, mt,p—N,, 
Veut-on maintenant que la force motrice soit autant qu’il sera possible 
toujours da-meme, comme cela est a desirer, on aura 
528. -m=Em m... m—=m. 
Les formules (527) donnent alors 
529. m(häth+tt..)p= N+N--N;...., 
et si l’on designe par 2 toute la duree de l’operation, de sorte que 
50. Uthtb... = t, 





on oblient 
531. ntp = N,--N,--N;, .... 
Or suivant (524) on a 


N, 7 ob — 1), 
N, = 1ob(—v)), 
532. N, = d4ob(v; —»;) s 


N, = 4ob(v"’ —v?_). 
Cela &tant subsitu& dans (531), on obtient 

533. mio = 4ob("—#) et 
4ob(»?— 2?) 


534. m — \ 





1p 
D. Dans les systemes No. I, II, III, $. 4, a tube de propulsion, soil 
que dans ces tubes l’air comprime pousse un pision ou une roue devant lui, 
soit que l’air rarefie altire pour ainsi dire a lui le piston: des reservoirs, dans 
lesquels on comprime ou rarefie l’air, en tirant ensuite de ces reservoirs l’air 
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comprime et le conduisant dans le tube de propulsion, ou en laissant s’intro- 
duire l’air atm. du tube dans le reservoir vide, seront avantageux; comme cela a 
ete demontre plus haut, parceque les machines pneumatiques, qui operent la com- 
pression ou la rarefaction de l’air dans les reservoirs, peuvent alors fonctionner sans 
interruplion; ce qui ne pourrait avoir lieu dans les cas ou la compression, ou la 
rarelaction de l’air devrait ötre immediatement operee dans le tube de propulsion. 

Mais ici, dans le systeme No. IV, oü la machine pneumatique n’a qu’ä 
epuiser, pendant le trajet, V’air qui s’est &chappe par la soupape longitudinale: 
des reservoirs scpares du tube sont mons necessaires. Ils seraient meme 
desavanlageux, parcequ’il faut que l’air y soit comprime a une plus forte tension 
que dans le tube de propulsion. Jl sera done mieux que les machines pneu- 
matiques inlroduisent ici l’air emmediatement dans le tube de propulsion. Mais 
il faut alors ajouter a la masse d’air n@cessaire un excedant destine ä restituer 
ce qui s’est echappe par la soupape, et qui soit en proporlion avec la durce 
du travail des pompes. 

E. Le volume 5 du tube de propulsion est 

5985. db — ImdiL; 

et parceque la tension de lair y doit etre elevee de 1 jusqu’a 1+-u,„, on a 
ii A—=0 et v=u,„. ÜCela etant substitue dans (534), donne 











Rn, 40-1nö0? Lu), nö?Lou, 
536. nn = we — . 
tip Stg 
ou bien aussi suivant (512): 
- — 65, 1 
537. In —— re ee. 
21yp 


Voilä le nombre des chevaux necessaires pour comprimer dans le tube 
de propulsion la masse d’air I, jusqu’a la tension «„. I yaäy ajouter 
encore ce qui s’echappera par la soupape pendant la duree du travail. 


64. 

Nous prendrons pour exemple, comme ci-dessus, Je chemin de fer de 
Berlin a Polsdam. Il y est assez propre, au moins quant au trajet de Berlin 
a Potsdam; car sur cette voie les pentes les plus fortes se trouvent effeclive- 
ment pres de Berlin, et elles diminuent assez regulierement jusqu’a Potsdam, 
ou la voie est horizontale. 

La longueur de ce chemin de fer est de 26363 met.; son extremite 
a Potsdam est de 2,2: met. au dessus de celle de Berlin. et sa plus forte pente 


est de 1 sur 300. 
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A. Comme cette voie n’a pas de pentes si fortes que la gravite seule 
en puisse faire descendre les trains, la masse d’air almospherique necessaire 
pour un trajet et pour une locomotive de premiere sorte est. suivant (216) 


2 
3. S= LI+ 2) 2 








e: 2? ( 4; 
"Agltangdm—tangf,) DE\ D\ 
ou /,„ designe la plus forte pente qui est ici 344, /, la pente zero, A l’extremite 


0 
—(n--tang ) . 
7 | - 


de la voie, la ou la vitesse c, que nous supposerons — 12,5 met., doit etre 
engendrce, et 4, la difference du niveau des deux extr&mites de la voie qui est ici 
de 2,2 metres. Le poids Q du train sera suppose comme ci-dessus —= 92770 kilogr. 

B. Comme suivant (515 et 516) «,„ et «, sont d’autant moindres que 
les dimensions / et A des cylindres de la locomotive sont plus fortes, nous 
supposerons ces dimensions, comme dans (452), f=31,4 et A—42 centimetres. 
Alors, en supposant comme ci-dessus D — 1,57 met., la formule (538) donne 

539. 8, — 1770 met. cub. 
C. Puis, comme il a ete deja calcule (453), on a 








OD(n-+tangdm) __ o-r 
540. 1+ 7 == 8,75. 
Pour lang, —= 0, savoir pour la pente ä l’extremite de la voie, on a 
ODn 
54. 1-+- Fin 2,9. 


La quantite (540) donne comme dans (454), en posant dans (515) 


differentes valeurs de u;: 
>49 | u, = 2,75 3,424 4,364 5.2586 6,187 7.057 7,909 


) 


pour u, = 0 1 2 3 4 5 6 
La quantit& (541) donne 


543 | u, —= 1,5 1,949 2,576 3,191 3.791 4,371 4,940 
pur u = 0 1 2 3 E 5 6 
donc on obtient 
>44 ehren — 1,25 1,475 1,788 2,095 2,396 2,686 2,969 
pour u, = 0 1 2 3 4 5 h 
D. De l’autre cöle, comme suivant ($. 54. @.) 


5 0 


549. = 1+lognat(i+u,) 





la formule (538), en tirant de (439) les valeurs de 1-+-lognat(1-+ «,), donne 
546. | 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 4. 42 


Ss — 1770 1050 844 742 678 634 601 met. cub. 


pour u, = 0 1 2 3 4 5 6 
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E. Si l’on donne au tube de propulsion un diametre de 36,6 centim., 


son volume est 
547. ınd’L = 2777 met. cub. 


Comme suivant (510) ce volume multiplie par u„— u. donne S, on 
voit par (546, 547 et 544) que deja la plus pelite valeur O de «, donne a8 
une plus grande valeur quil ne lui faut; car deja u„— u, = 1,25 pour 
«0 (544) donne 70° L (u, — u.) = 2777 1,25 —= 3471 =, tandis que 
pour «,—=0 il ne faut A S que 1770 met. cub. (546). Done ici une loco- 
molive de premiere sorte est a sa place, et l’air dans le tube de propulsion 
n’est a comprimer que jusqu’a la tension de u„ ==2,75 atlm. Cela substitue 
dans (512) donne 

548. 8. = 2777.2,15 — 7637 mel. cub. 


F. Supposons qu’on ait ä faire par jour 12 courses en 12 heures: 
ie piston de propulsion parcourra alors le tube de propulsion une fois chäque 
heure. Donc il faut que les pompes puissent reproduire en 60 minutes la plus forte 
tension de l’air qui est nöcessaire. De ce temps, celui du trajet est a deduire, 
et si l’on divise ici la longueur de toute la voie en 4 parties, la duree du 
trajel pour une de ces parties sera de 10 a 12 minutes, de sorte que 48 a 50 
minutes restent pour le travail des machines pneumatiques. Mais comme ces 
machines doivent avoir une force suffisante, encore dans les cas imprevus oü 
des courses doivent se succeder ä des intervalles de temps moindres, il faudra 
qu’elles aient au moins la force de produire en SO minutes la tension ne- 
cessaire de l’air comprime. Donc on a = 30-60 —= 1800, et (537) donne 





pour le nombre de chevaıx necessaires: 
549. m = 934. 

@. A ce nombre, il faut ajouter 10 pour cent, a cause du froitement 
dans les machines. 

Si les courses se succeedent requlierement, d’heure en heure, de sorte 
qu’aussitöt qu’une course ä 6l6 faile, les machines puissent commencer ä repro- 
duire la tension perdue de l’air, il n’y aura pas a ajouler encore quelque force 
pour la reintroduclion de l’air qui s’est echappe par la soupape longitudinale, 
car celte perte d’air est deja calcul&e abondamment en ayant mis 5, ä la place 
de S, c’est-ä-dire en ayant suppose que pendant l’action des pompes tout 


lair qui reste encore apres le trajet se sera @chappe par la soupape. En 
effet, la valeur de m calcul&e ci-dessus, donnera la force necessaire pour 
comprimer l’air dans le tube de propulsion jusqu’a la tension la plus forte, en 
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partant de celle 1 de l’atmosphere, tandis que dans les cas oü les courses se 
suivent regulierement, la compression ne commence pas par la tension 1, mais 
par celle qui reste a l’air dans le tube ä la fin d’une-course, et qui est plus 
forte que 1. Par ce surcroit de force, celle qui sera encore necessaire pour 
reintroduire dans le tube l’air echappe par la soupape, sera largement com- 
pensce. Cependant toutefois la force calculede ci-dessus sera n@cessaire pour 
les cas ou les courses se suivent irregulierement. Il faudra done supposer 
550. m = 934-+7)5:934 = 1073 chevaux. 


Calcul de la force et de la masse d’air cumprime necessaire 
dans le systeme No. V. $. 4. 


63. 

A. Dans ce cas aussi des reservoirs stationnaires, deslines a la com- 
pression de l’air avant son introduction dans les reservoirs places sur la loco- 
motive a air, ne seront ici ni necessatres ni avanlageur. I1ls ne seront pas 
necessutres, parceque les reservoirs d’air places sur les locomotives n’ont pas 
de soupape fermant mal, comme les tubes de propulsion des systeines N” I, I} 
et IV, et que par consequent il n’est pas urgent, d’accelerer la compression 
de l’air dans ces reservoirs, tandis que d’un autre cöle rien ne s’oppose ou 
a rapprocher les locomolives des machines pneumatiques, ou a amener l’air com- 
prime de celles-ci dans les locomolives par un tube de communication. Les 
reservoirs stalionnaires seraient möme desavanlageux ici, parceque lair y 
devrait @ire comprime a un plus haut degr& quwil ne le faut ä la locomotive. 
Donc la necessitl&E et les avantages des reservoirs stalionnaires qui ont lieu 
pour tous les systemes ä tube de propulsion plac@ entre les rails, n’existent 
pas ici; ces reservoirs ne causeraient ici que des frais inutiles. Les machines 
pneumatiques auront ici a comprimer lair immediatement dans les reservoirs 
mobiles places sur les locomotives. 

B. Ensuite, il n’y a pas ici de perte de force d’air provenant des 
soupapes. Il ne faudra donc aux reservoirs que la masse d’air comprime, rigou- 
reusement necessaire pour produire la force motrice de la locomolive; ä con- 
dition cependant que la machine aura sur lous les points de la votre, jusqu’ä 
la fin du trajet, la force qui lui est necessaire en tout cas. Mais la force ex- 
pansive qui reste encore ä l’air dans les reservoirs ä la fin du trajet, n’est pas 
perdue ici, comme dans le systeme No. IV: les pompes n’auront done qu’a re- 


augmenter cette tension jusqu’ä celle qui est demandee pour les plus fortes pentes. 
42 * 
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Presque toujours on pourra disposer les differentes stations d’un chemin 
de fer, de maniere que les plus fortes pentes ä gravir ne se trouveront pas 
vers la fin du trajet; pour cela il suflira de ne jamais placer les stations 
sur les points les plus el/eves de la voie, mais au contraire sur les points 


les plus das, ei au bas des pentes les plus fortes. Done il suffira dans tous 


77 


les cas, que lair comprime dans les reservoirs des locomotives ne conserve 
a Ja fin d’une course que la force motrice necessaire pour une voie horizontale. 
II n'est pas meme necessaire que Fair comprime ait cette tension dans lous 
ies eylindres places sur la locomolive, dont la totalit@ constitue le reservoir 
l’air de la machine; il suffira que cette tension existe dans un seul ou dans 
juelques uns des eylindres; car sur les pentes que le train descend, l’air com- 
prime pourra etre lire de quelques autres eylindres jusqu’a la tension effective 
zero; sur les pentes plus fortes, que le train descend, la machine, comme il 
a ete explique plus haut, reintroduira meme de l’air dans les cylindres qui 
ont eie vides pendant le trajet. Cependant, comme le systeme No. V, comme 
on le verra, est le plus avanlageux de lous, pour demontrer d’autant plus in- 
contestablement ses avantages, nous lui supposerons la condition defavorable, 
que tous les cylindres doivent encore ä la fin du trajet conserver la tension 
de Fair que demande la force propulsive necessaire pour une voie horizonlale. 

©. Comme il est a desirer que la force d’une locomotive a air suflise 
pour un trajet auss2 long que possible, afın d’eviter le changement des machines 
et l'etablissement de nouvelles pompes, ei comme d’un autre cöte, il est ne- 
cessaire que les reservoirs d’air prennent sur la locomotive aussi peu de place 
que possible, nous ne bornerons pas la tension a donner a l’air dans les reser- 
voirs a celle que les plus fortes pentes demandent; nous supposerons au con- 
traire, qu’une tension aussi forte que possible sans danger d’explosion, doit 
eire donnee a cet air. 

Dans les machines @ vupeur on admet sans scrupule une tension efleclive 
de la vapeur de Auzl atmospheres. Done il ne sera pas trop, de poser seize 
atmospheres pour le maximum de la tension effective de l’air comprime dans 
les reservoirs d’une locomotive a air, construits en töle de fer laminee. Car 
la tension de la vapeur dans les machines a vapeur, peut encore augmenter 
par plusieurs raisons imprevues, par ex. sil’eau vient a manquer dans la chau- 
diere, si la soupape de surei& ne fonctionne pas etc. Ces differents cas ne 
peuvent pas se presenter dans les reservoirs d’air comprime. La tension n’y 
peut jamais aller au dela du degre fixe, qui pourra &ire mesure par un manometre 
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avec une exaclitude et une surele parfaites. Elle ne peut jamais auganenter; elle 

ne peut que deminuer. Par ceite raison, möme des soupapes de surete seron! 

ici absolument inutiles pendant le trajet; l’air comprime n’exercera pas d’autre 

force sur les reservoirs que celle de sa tension. Le danger d’une explosion. 

suppos® qu’il existe, aurait toujours plutöt lieu avant que pendant une course. 

parceque la tension deminue toujours pendant le trajet. C’est le contraire dans 

les locomotives a vapeur. Puis, le danger d’une explosion des reservoirs d’air 

comprime pourra &ire sans doule Eloigne completement, si l’on donne aux parois 

des reservoirs le friple de la solidit@ necessaire effeclivement, comme cela se 

pratique pour les chaudieres ä vapeur. Les cylindres d’air d’une locomotive a 

air sont vesebles de tous cöles, ce qui n’est pas le cas des chaudieres a vapeur; et 

enfin, si meme une explosion avait lieu, elle serait moins dangereuse que celle d’une 

chaudiere, car il n’y a ici ni feu ni eau bouillante; aussi Zfows les eylindres ne 

[feront pas explosion en m&me temps, comme Zoute une chaudiere; ce ne sera 
qu’un seul eylindre qui crevera, et si ce n’est point par hazard un des cylindres 
exterieurs, mais un de ceux qui se trouvent au milieu d’autres, et que le cylindre 
ereve seulement, sans que la force expansive de l’air le mette en pieces et pro- 
jette des @clats (ce qui est peu probable), le danger sera exträmement diminue. 

Suivant ces remarques preliminaires nous aurons ä faire les caleuls du 
systeme No. V. 

66. 

A. Designons par 5 le volume des reservoirs d’air de la locomolive. 
par 1-+-u, la tension qu’il faut encore a l’air comprime dans les reservoirs 
a la fin dune course, et par 1-+ u, celle au commencement de la course. 
Cette derniere nest pas seulement suivant ($. 65) celle qu’exige la plus forte 
pente /, de la voie: elle est supposee aller au delä, jusqu’au maximum de 16 atm. 
Gela pose, la masse d’air atm. deslinee a ire Epuisce pendant la course du 
train, est = (1+u,— (1+u,))dB=(u,—u,)b, el comme celte masse doil 
etre egale a celle 8, necessaire pour eflectuer le trajet, on a 

551. du,—u) =, 


et dela on tire 


5 
Ceite expression donne le volume 5 necessaire aux reservoirs. si u et wu 
sont determines, et si de (551) on tire 
$) 


558. u. == ua u,, 


332 5 — 
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cela donnera la plus forte tension de lair comprime dans les cas oü le volume db 
des reservoirs est determine; mais cela a condilion que cette tension u, sera 
toutefois suflisante pour gravir les plus fortes pentes, m&me apres la diminution 
quelle a eprouvee jusquaux endroils de ces pentes. 


B. Comme dans cette condition, la masse d’air S ne depend nullement 
de ... mais uniquement des pentes de la voie et du poids du train, on voit 
par les formules (552 et 553) que le volume d des reservoirs pour une tension 


ı«, determinee, aussi bien que cette tension pour un d donne, est d’autant plus 


petit que S lest. Or S est d’autant moindre que lest la partie k — -_— 


Ir, 
de la course A des pistons propulsifs de la locomotive pendant laquelle on 
laisse l’air comprime s’introduire dans les cylindres de propulsion: donc on voit 
que les locomolives a air de seconde sorle sont ici a leur place. Aussi la valeur 
de 8, comme le fait voir (440), sera-t-elle dautant moindre que les dimen- 
sions 7 et A des cylindres de propulsion le seront, et que le diametre DD des 
roues de propulsion de la locomolive sera plus grand. Quant a w,, il ne faut 
pas lui donner une valeur aussi grande, que la tension u„ necessaire pour les 
plus fortes pentes, devienne plus grande que la tension «,. 

C. C'est la tension 1--u, restce a l’air comprime dans les reservoirs 
la fin d’une course, que les machines pneumatiques auront ä reelever ä la 
tension 1-+u.. A cela une force de 
554 m ZA) hevaux 
21 
est necessaire suivant (534). Mettant dans cette expression celle de 5 (552), 





on obtient 








55. m elw—n.) Ne. a 6 BERN 
“ip Ms Ur 21 

‚es machines pneumatiques pourront ici fonclionner absolument sans 
interruplion, jour et nuit. Pendant les nuits, elles pourront produire de reserves 
pour des courses extraordinaires. Donc, si » courses doivent £ire faites en 
24 heures, les machines pneumatiques doivent avoir la force d’elever la tension 
{--u. de lair dans les reservoirs de » locomolives, ä celle 1--u, dans 

556. T = 24.60.60 —= 86400 secondes: 

done il leur faut la force de 


a ov b(u.—u:) 
997 nn = N chevaux 
2 Ty 
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suivant (554), ou bien de 


ovS(us+tu;) 


nd chevaux 
2IUyp 





998. m — 
suivant (995). 
D. Maintenant on pourra plus ou moins disposer du nombre v des 
courses par jour, au moyen de la fixation de limportance des trains. 





L’expression (440) donne pour la distance Z et neh la pente 9, 
C FE I Ri 
559. 8 RETTET 6 (n--tang P) - a: 


Donc, si le poids total ä transporter pendant 24 heures est v Q, et que ce poids 
doive &@ire transporle par v courses, on aura 
S L v0 vAr) 
r s NN — =  ——— 
560.  ». Tg) ( . (n--tang P) - DB) 
Si au contraire le poids »Q doit etre transport par v, courses., de 


v ; : er u ; j 
— (0 kilogr. chacune, et qu’on designe par 8, la masse d’air necessaire pour 


v, 


une Course, on aura 














AR 21 vv, L Eu, | ’ N} A:? 
61. v8, = 1+lognat(1-+u,) = „ (n+tangp)-- — 
L v0 ee 9 

ra te). 


Comme on le voit par les expressions (560 et 561), v, 8, est gene- 
ralement plus grand que v8‘, si v, est plus grand que v. Mais si un poids 
„0 moindre que Q, est a transporter, on aura besoin de moins de force 


a traclion, et on pourra par consequent donner aux cylindres de propulsion 
. s ; Ay, 
des dimensions 4, et A, moins fortes que celles 4 et}, de sorle que v, 7 


b) m x I? > m m 
n'est plus superieur a v—— et quä la fin la valeur de m (558) pour rv, 


courses, ne surpasse plus celle pour » courses. 

#. Done iei plusieurs courses de moindres trains ne coüteront pas plus 
que moins de courses de gros trains. Et cela prösente plusieurs avanlages. 

Premierement. Les courses plus frequentes seront en elles-mömes plus 
avanlageuses pour le service du chemin de fer. Car ä quoi sert la grande 
vitesse du train, si les personnes et les marchandises ä transporter, doivent 
attendre le «epart du train pendant plusieurs heures? En se servant de 
chevaux, on peut partir a chaque moment. 

Secondement. A des trains moins lourds suffisent des locomotives moins 
fortes, des rails moins pesants, et une construction de la voie moins codleuse. 
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Troisiemement. Une tension «, moindre de l’air comprime est moins 


dangereuse qu’une tension plus forte. 


J’ai demontre plus en detail (Tome 17 de mon journal des construclions 
pages 172 $. 17) les grands avanlages des courses plus frequentes et a trains 
ınoins lourds sur les chemins de fer. Ces avantages existent deja pour les 
Iocomotives a vapeur. lei, pour les locomotives 4 air, ils seront encore plus 
sensibles. Il est vrai que si sur des routes dejä tres-frequentees, on voulait 
encore augmenter le nombre des courses, une seule voie de rails ne suffirait 
guere plus. Mais si meme les evitements bien disposes ne suffisaient plus pour 
epargner une seconde voie: deux voies, avec des rails moins pesants, ne coü- 
teront guere davanlage qu’une seule voie a rails forts, surtout dans le cas de 
locomolives ad ar, oü Von n'est pas force d’etablir des pentes faibles, qui 
pour les locomolives 4 vapeur exigent quelquefois des terrassements &normes. 
Nous en donnerons plus bas un exemple. 

FF, En determinant le volume 5b des reservoirs d’air, soit arbitraire- 
ment, soil d’apres (552), conforme a la tension fixece «u, de lair, il se presente 
deux questions, savoir: si les eylindres a air pourront encore @ire commode- 
ment places sur la locomolive et sur son tender, et si la locomotive ne deviendra 
pas trop, ou frop peu pesante par ceite charge. 

Designons comme dans ($. 21) par d le diametre d’un cylindre a ex- 
tremites demi-spheriques, par 2 sa longueur, les deux demi-spheres y com- 
prises. son volume par d,. sa surface par fi: on a suivant (50) 

562. 4, = „nd’(3l—0) et 
569. ne ar 
donc le nombre des cylindres necessaires pour fournir le volume 5 est 
964. 2 — | e _- 
b, 75 202 (31 —0) 
La force expansive quexerce lair dans le cylindre, comprime jusqu’a 





la tension (1 --«,), prise pour lunite de la longueur, est = ou,d, et la so- 
lidite des parois du ceylindre doit pouvoir resister au Zriple de cette force. 
Soit d l'epaisseur des parois, et e la cohesion du fer sur le carr& de l’unite 
de la mesure, la resistance des parois du cylindre, prise egalement pour J’unite 
de la longueur, est = ?2de. Cette resistance doit elre egale ä la force ex- 
pansive 3ou,d, donc on a 


565. 2de = 3ou,d, 
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et de la on tire 


566. d 02 
Ce 


La masse de fer contenue dans les parois du cylindre dont la surface ctait 
z0T (563), est done 
Irou,d:l 


567. 7 do! = ——, 
2 e 


et en designant par «u le poids de l’unite cube du fer, on obtient pour le poids 
dun eylindre: 
In 0: In 
568. add etw, 











2e 
su } b ’ un 
done, si @ designe le poids des „— cylindres necessaires (564), on aura 
1 
a b Irou,ö?lw b 1ISou,blw 
v ( E a 1 — (m > . u : ——— - e 
50! rer addlw, 2e 7, n0?(3l— 6) e(31— 8) 


G. A ce poids il faudra ajouter celui de la machine elle-möme, ainsi 
que celui des autres reservoirs qui, suivant ($. 14). seront necessaires, tanl 
pour recevoir l’air que la machine pendant la course pourra peut-eire puiser 
de lF’almosphere et le comprimer, que pour servir de mediateur entre les re- 
servoirs prineipaux et les ceylindres de propulsion; et enfin le poids A de lair 
comprime aneme qui, en designant par a le poids d’un metre cube d’air 
atmospherique, est 

0 A bu,a. 

H. Il est a observer qu’on ne sera nullement force de placer fous 
les eylindres-reservoirs sur la locomotive m@me: au contraire on n’en aura 
a y placer precisement que le nombre suffisant pour donner ä la locomotive 
le poids necessaire produisant par les roues de propulsion le frottement sur 
les rails, que la force de traction exige. Le reste des cylindres pourra £tre 
place sur un ou deux autres wagons qui suivent la locomotive, comme le 
tender charge des cokes et de l’eau de provision suit une locomolive Aa va- 
peur. On pourra conduire dans la machine, l’air des cylindres places sur les 
autres wagons, par des tubes flexibles. A la rigueur, il ne faudra a une loco- 
molive a air que le poids de la machine elle-meme, qui ne devra pas elre au 
dessus de 5000 kilogr.. c’est-a-dire non point au dessus du poids d’un wagon 
ordinaire, charge de personnes ou de marchandises, de sorte qu’ici, m&me 
dans le cas ou l’on veut transporter des gros trains, les rails de la voie pourront 


eire moins pesants que sur les chemins de fer a locomotives a vapeur. La. 
la machine de traclion pesera toujours 10000 ä 15000 kilogr., quand meme 
Crelle’s Journal f. d. M. XXXII. Heft 4. 43 
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ce poids ne serait pas necessaire pour produire sur les rails le frottement des 
roues de propulsion, exige par la force de traction. lei le poids de la loco- 
motive ne depend presque que de la force seule de traction. 

Nous passerons maintenant a un exemple, et nous choisirons encore 
celui du chemin de fer de Berlin a Potsdam. 


kKiremple pour le systeme N’. V $.4, et calculs des frais de construction, 
d’entretien et d’exploitalion dans ce cas. 


67. 
A. Nous supposerons le poids Q du train des wagons, y compris la 
locomotive,. — 92770 kilogr., comme ci-dessus. Les dimensions des ey- 


lindres de propulsion doivent etre 4 31,4 et 4—41,S centim. L’air com- 
prime doit &tre introduit dans ces cylindres pendant la 4"" parlie de la course 
4 





3. 
des pistons, de sorte que Br == 7, et par consequent u, == 3. Le 
ı 
diametre D des roues de propulsion doit eire = 1,57 met. 


a. Alors la masse d’air atm. que consommera la locomotive pendant 
un trajet, sera suivant (946) 
571. 8 == 742 met. cub. 
l,a tension qu’il faut a l’air comprime a la fin du trajet, est suivant (543) 
572.115 = 3101: 

Cela substitue dans (552) donne les volumes suivants des cylindres reservoirs: 
se) b = 57, 62,82 68,63 75,61 84,21 94,97 108,92 127,68 154,23 met. cub. 
pour u= 16 15 14 13 12 11 10 N) 8 atm. 

b. En supposant le diametre des cylindres-reservoirs d — 0,6277 met.. 
leur longueur = 6,277 met., le volume d’un cylindre est suivant (562) 
574. db, = 1.878 met. cub.; 


donc le nombre des cylindres necessaires est en vertu de (573): 


2 — 31 4 37 41 5 51 58 68 8 


>75. 
pour u, = 16 15 14 13 12 11 10 g 8 atın. 
c. En supposant la cohesion e du fer par centim. carre —= 4794,6 kilogr. 
($. 21), la formule (566) donnera pour l’epaisseur des parois des cylindres: 


| d — 2,96 2,77 2,59 2,40 2,22 2,03 1,85 1,66 1,48 millim. 
heuer - 16 5 48er M 10 9 8 


atm. 
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d. Le poids @ de la totalite des cylindres-reservoirs sera suivant (569) 
G = 9255 93850 9586 9792 10102 10411 10875 11442 12318 kiloer. 


de | pour uw, =: 16 15 14 13 12 11 10 9 8 atm. 

e. Le poids A de la masse d’air comprim& dans les cylindres, en 
supposant — 1.263 kilogr. le poids @ d’un metre cub. d’air atm., est suivanl 
(573 et 570) 

78 | A = 1170 1190 1213 1242 1276 1319 1371 1451 1558 kilogr. 
Pur an Fo We De m Du m Ve 8 atın. 

f: En supposant le poids des roues et essieux de la locomotive, et 

celui de la machine elle-meme etc. —= 5154 kilogr. pour la plus faible tension 


de l’air, et encore 206 kilogr. pour chaque atmosphere de plus, le poids total 
E de la machine de traction se trouvera par (577 et 578) &ire 


>70 ) E = 17227 17166 17189 17218 17356 17502 17812 18253 19030 kilogr. 
por u= 16 15 14 13 12 11 10 9 8 atm. 
9. Donc, dans tous les cas, le poids de la machine de traclion ne sur- 
passera guere celui d’une forte locomolive « vapeur avec son tender. Comme 
le frottement des roues de propulsion sur les rails, necessaire pour servir de 
point d’appui ala force de traclion, est bien au-dessous du poids de la machine 
de traclion, on pourra reparlir les eylindres-reservoirs sur deux et meme sur 
trois wagons. Car la force necessaire de traction est 
580. Z= ((n--tangP) (103). 
Cela donne, Q@ etant 92770 kilogr. et tang = 0,333 ...., 
581. Z = 680 kilogr., 
donc un poids de 5000 kilogr. tout au plus, pesant sur les roues de propulsion. 
suffira pour produire le frottement necessaire, et par consequent les cylindres- 
reservoirs pourront etre repartis sur deux et m@me sur {rois wagons. Et sur 
Irois wagons les 83 cylindres necessaires pour la tension de 8 atm. (575) 
pourront encore &tre commodement places, par ex. 13 eylindres sur le wagon 
de la machine meme, et 35 eylindres sur chacun des deux aulres wagons, en 
7 rangs, l’un sur l’autre, et chaque rang de 5 cylindres. Il est vrai que la 
reparlilion des cylindres sur plusieurs wagons causera encore quelque augmen- 
tation du poids de la machine de traction, cependant le poids total ne depassera 
pas 20000 kilogr., de sorte qu’en tous cas, environ le poids de 72000 kilogr. 
d’un train de marchandises ou de personnes pourra Eire transporle. 


h. La force de chevaux necessaire aux machines pneumaliques, qui 


ici pourront fonctionner jour et nuit sans interruplion, calculee suivant les for- 
43 * 
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mules (558 et 556) et avec un supplement de 10 pour cent, se trouvera pour 
12 courses en 24 heures, @tre celle de 
582 | m — 174 165 156 148 138 129 120 111 101 chevaux 
(pur = 6 5 401983 12° 1 10.9 0080. atm. 

i. Supposons — 2,13 fr. le prix d’un kilogramme de la töle employce 
dans la construction les eylindres, et 22500 fr. celui d’une locomotive propre 
ala plus faible tension de l’air comprime, savoir de S atm. Ajoutons y 750 fr. 
pour chaque alm. de plus. Puis soit le prix des plus fortes machines ä vapeur 
deslinces aux pompes, de 900 fr. par cheval, et 18,75 fr. de plus par cheval 
el par alm. pour les machines plus faibles; enfin soit le prix des machines 
pneumatiques 375 fr. par cheval. Supposons 15 locomolives, avec leurs cy- 
lindres, pour faire le service des 12 courses en 24 heures. Cela donnera les 
sommes suivanles des frais d’etablissement des machines: 

d Pour u = 16 15 14 13 12 II 10 N) S atın. 








I. Colt des eylindres 295350 300300 306900 313500 323400 333300 348150 366300 394350 Ir. 
Zu 2, Colit des locomotives 427500 416250 405000 393750 382500 371250 360000 348750 337500 tr. 
083. 3. Colt des mach. a vap. 156600 151594 146250 141525 134550 128194 121500 114469 106050 fr. 
4. Coüt des mach.pneum. 65250 61875 58500 55500 51750 48375 45000 41662 39000 tr 





Total des frais 944700 930019 916650 904275 892200 881119 874650 871181 876900 fr. 


k. Les frais de chauffage des machines a vapeur pourront elre values 
a 675 fr. par an et par cheval pour les machines les plus fortes, et a 900 fr 
pour les machines les plus faibles. Cela donne suivant (582) 


4 ( Frais de chauflage 117450 115876 114075 112387 108675 105214 101250 96780 90900 fr. 
JS4. } pour u = 1% 15 14 13 12 11 10 2) S atm, 


Ges frais de chauflage, de 90 900 fr. pour 8 atm., sont ä-peu-pres les memes 
que ceux des locomolives a vapeur, chauflees par les cokes. Le prix de 
376 900 fr. des locomolives a air, avec leurs cylindres et pompes, est a la verite 
un peu plus eleve que celui des 15 locomolives a vapeur, qui avec leurs wagons 
de munition ne coüleraient que 787 500 fr., mais en revanche les locomotives 
a air seront plus durables que celles a vapeur et exigeront moins de frais 
d’entrelien. 


!. Pour les machines a vapeur sialionnatres, on evalue par an les 
[rais d’entretient et de relablissement a 8 pour cent des frais de construclion: 
ces frais seront au moins de 10 pour cent pour les /ocomotives a vapeur. Nous 
les evaluerons a 6 pour cent pour les locomotives a air. Les cylindres- 
eservoirs dureront tres-longlemps, et nous supposerons 1 pour cent de leur 
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frais de construction pour frais d’entrelien et de relablissement. En caleulant 
suivant ces principes, on trouvera 
Frais d’entretien et de retablis- 
989. sement des locomotives etc. 45049 43819 42578 42536 40050 38842 37500 36322 34950 Ir. 
pour u= 16 15 14 13 12 11 10 9 S atm. 
Les frais d’entretien et de retablissement des locomotives ä vapeur, etant de 
10 pour cent de 787 500 fr., c’est-a-dire 78750 fr., surpasseraient de beau- 


coup ceux des locomolives a air avec leurs appartenances. 


m. Comme tous les frais caleules ei-dessus sont les moindres pour la 
morndre tension de l’air comprime de 8 atm., cette tension sera la plus avan- 
tageuse, bien que par elle un poids un peu moindre de voitures de marchandises 
ou de personnes soil transporle. La plus faible tension est deja preferable 
de plus forltes tensions, a cause du moins de dangers d’explosion. Ce danger 
n’existe plus pour 8 alm., parcequ’elle n’est pas a craindre möme pour les 
chaudieres a vapeur. 

nn. Done il faudrait au chemin de fer de Berlin a Potsdam deux machines 
a vapeur fonclionnant aux pompes (582), chacune de la force de 51 chevaux; 
elles fonctionneraient jour et nuit, sans inlerruption. On en placerait une ä Berlin. 
l’autre a Potsdam, et alors les locomotives a air pourraient faire 12 courses en 
24 heures et transporter a chaque course environ 72 000 kilogr.. c’est-ä-dire 
14 a 16 voitures de personnes ou de marchandises. 

0. Il existe aupres de Potsdam un fort courant d’eau, employe pour 
faire marcher des moulins. Je n’ai pas mesure la force de ce courant d’eau, 
mais il est tres-probable, qu’elle est superieure ä celle de 101 chevaux. 
Aussi les occasions ne manquent-elles pas le long de la voie pour uliliser la 
force du vent en supplement ä la force de l’eau. Done probablement la force 
de vapeur ne serait pas du lout necessaire au chemin de fer de Berlin ä 
Potsdam. On y pourrait ne s’y servir que de la force de l’eau et de celle 
du vent, par cons@quent en eloigner absolument le few, tandis que cette autre 
[force coüterait assurement moins que celle de la vapeur. 


B. Voyons encore, quels sont les resultats du calcul, si au lieu de 
gros trains on suppose suivant ($.66. E.) des trains plus faibles, comme cela 
est avanlageux par les raisons indiquees a l’endroit cite. Nous supposerons des 
trains de la zmoste du poids, et comme on a deja vu que les moindres ten- 
sions de l’air sont les plus avantageuses, nous supposerons d’abord une tension 
de «,—=8 atm. Les dimensions des cylindres et des roues de propulsion 
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doivent etre ici I—=23.5. A 31.4 et D=— 157 centimetres. La valeur 
de u, ne sera ici supposce que «,—=?2, a cause de la longueur moindre des 
evlindres, de sorte que l’entree de l’air comprime dans les cylindres de pro- 
pulsion sera interceplee ieci apres 10,4 centim. de course des pistons. 


En caleulant d’apres ces donnees, on trouvera les resultats suivanls 


1. Masse d’air necessaire pour une course, suivant (538), S— 397 met. cub. 
2. Tension de Fair a la fin du trajet, suivant ($. 64. B.), u, =2,973. 
3. Volume des reservoirs d’air comprim6,suivant (552), d —=179 met. cub. 


. b ’ 
4. Nombres des eylindres - reservoirs, suivant (577), „=. 


l 
5. Epaisseur des parois des eylindres, suivant (569), d== 1,48 millim. 
6. Poids des cylindres-reservoirs, suivant (572), . @= 6185 kilogr. 
’. Poids de l’air comprime, suivant (576 et 573), . 4824 kilogr. 
s. Poids total de la machine de traclion, suivant (A. f.), & =12163 kilogr. 
v. Force de traclion, suivant (583). . » . . . #=340 kilogr. 
10. La force des machines aux pompes (555) doit etre de m = 107 chevaux. 


386.3 








ı1. Montant des frais d’etablissement de toute la machinerie 1 056 225 franes. 
112. Montant des frais d’entreien . . : 2 22. 45 606 francs. 





Donc les frais d’etablissement et d’entretien sont ici un peu plus eleves que 
ci-dessus pour les gros lrains, mais les pelits trains auront en compensalion 


les avanlages enumeres ci-dessus ($. 66. #.). 


€. La distance de 26363 met. de Berlin a Potsdam, que les trains 
ont a parcourir sans sarreter, est extraordinairement longue. II n’est pas 
necessaire de saarrcler entre Berlin et Potsdam, bien qu’on le fasse quelque- 
fois. Mais les cas oü la necessite de s’arreter n’existe pas a une distance 
si considerable, sont tres-rares. Ordinairement les distances n’ont que la mostie 
de longueur de celle-ci. D’ailleurs le temps necessaire pour changer de loco- 
molives est si court, que le changement des machines, m&me dans les cas oü 
’on n'est pas, par quelque autre raison, dans la necessite de s’arreter, n'est 
guere un inconvenient. Pour les locomotives a air le changement des machi- 
nes serail tres-ulile, parcequ’alors elles auraient moins d’air comprime & trans- 
porter. Il est vrai que si l’on veut diviser la distance en deux, un nombre 
double de machines est necessaire, mais les machines pourront @tre moins 
fortes et moins pesanles; la construction de la voie elle-meme pourra etre 
moins forte el moins coüleuse, et on pourra transporter par la meme force 
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un peu plus de charge utile. Les frais d’etablissement et d’entrelien de la 
machinerie seront a peu pres les m&mes. 


Comparaison des frais W’etablissement, d’entretien et d’exploitation 
d'un chemin de fer dans les cing differents syslemes. 


68. 

Nous allons comparer maintenant entre eux les cing sysiemes ($. 1), 
en appliquant a chacun d’eux l’exemple du chemin de fer de Berlin a Potsdam. 
Get exemple surtout conduira ä rechercher la question de savoir si meme dans 
les cas qui ne presentent pas des difficultes extraordinaires, les systemes a 
tuyau de propulsion, place entre les rails, sont ou non preferables aux autres. 

Comme les frais de construction d’entretien et d’exploitation du systeme 
N’. V, appliqu& a l’exemple preeite, ont ele deja calcules completement dans 
le $. 67, et comme on y a suppose que le poids Zofal de chacun des douze 
trains par jour doit &tre de 92 770 kilogr. (dont il faut deduire le poids de la 
machine de traction de 19 030 kilogr. (579)), nous supposerons, qu’egalement 
dans les autres systemes, un train de wagons charge de personnes ou de 
marchandises pesant 92770 — 19030 — 73740 kilogr., doit @tre transporle A 
chaque trajet. 

Nous supposerons des reservoirs stationnaires, separes du tube de pro- 
pulsion, pour les trois premiers systemes, parceque les avantages de ces reser- 
voirs ont ete suffisamment demontres plus haut. 


Pour les quatre premiers systemes, surtout si l’on admet des reservoirs 
separes, il sera presque egal, (quant ä la force motrice) de placer les machines 
pneumatiques aux deux extr&emites de la voie et de donner au tube de pro- 
pulsion entre les rails la longueur de toute la voie, ou de diviser ce tube en 
plusieurs sections et de placer les pompes le long de la voie en 4 ou 5 endroits 
differents. Probablement, suivant les experiences failtes jusqu’ici, et les prin- 
cipes fondes sur ces experiences, on adopterait la derniere disposition, bien 
que les passages d’un tube a l’autre presentent des difficultes et des dangers 
notables, et que la division du tube en plusieurs seclions occasionne plus de 
depenses. 


Nous supprimons ici les caleuls purement techniques qui suivent, et qui n’interesseraient 


pas assez les lecteurs de ce journal. Nous n’en presenterons que les resultats. 
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f- Tableau des frais de construction, d’exploitation et ®entretien des einy 
systömes, compares au syslöme a locomotives d vapeur. 
14. 
A. Ce tableau des resultats des caleuls ($. 69 — 75) est le suivant. 
Si la voie de Berlin a Potsdam, au lieu d’etre construite pour l’usage des 
locomotives a vapeur, &tait construite dans un ou l’autre des cing systemes 
deerits ci-dessus: Ba, et 


d’exploitation et 
d’entretien 
BE 4 


Les frais 
de construction 
b.. — 
diifereraient de ceux de la voie 
a locomotives A vapeur 








(1. Dans le systeme N°. I, a airrarefie, ou dans 
le systeme atmospherique proprement dit 
($. 69, 595 et 599). de . . . 2... 1416562 fr. + 75544 fr. 

2. Dans le systeme N”. II, a air comprime dans 


- 


un tube de propulsion place entre les rails et 

avecpiston et rainure ($. 70,603 et604), de -—-1711312 - + 35797 - 
3. Dans le systeme N’. III, a air comprime dans 
611.3  untube de propulsion sans piston ni rainure 

($S. dA), de . 2 2 2220202. 4+3125313 - + 49997 - 
4. Dans le systeme N’. IV, a air comprime 

dans un reservoir place entre les rails et a 

locomotives a air ($. 72, 607 et 608). de --1655550 - -+307500 - 
5. Dans le systeme N°. V, a locomolives a air 

et sans tuyau place entre les rails ($. 73. 
| 609 et 610), de. .». 2 2 2020002. — 285600 - — 54150 - 
On voit par ce tableau que le systeme N’. V, ywant aux frais de con- 





struetion. d’exploitation et d’eniretien, est le plus avantageux de tous. Tous 
les autres svstemes coüteront plus que le systeme ordinaire a locomolives a 
vapeur; le systeme N”. V seul coütera moins. 

Je suis bien loin de soutenir que les calculs des frais ci-dessus sont 
absolument sürs; au contraire je conviens que beaucoup de circonstances locales 
pourront encore modilier et changer tres-considerablement les resultats; mais 
comme les frais des quatre premiers systemes suivant nos calculs excedent ceux 
d’un chemins de fer a vapeur de sommes si enormes, qu'outre cela les calculs 
des qualre systemes ont ele fails plutöt en leur faveur qu’a leur desavantage. 


ı 


et que plusieurs objets qui occasionnent encore des depenses dans les quatre 
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premiers systemes, par ex. les bäliments pour les machines, les frais de service 
des machines etc. ont ele negliges entierement, il parait au moins sär el in- 
contestable, que les quatre premiers systemes ne pourront jamais elre mnons 
chers que le systeme a locomolives a vapeur. 

B. La seule eirconstance qui pourrait encore soulever des doutes sur 
l’economie du cinquieme systeme est, que les locomotives ä air de seconde 
sorte, que nous avons supposees dans nos calculs, sont encore des machines 
si nouvelles et si inusilees, que leurs avantages, et m&me leur possibilit6, pour- 
raient elre revoques en doute, et qu’on pourrait craindre d’etre force de se 
contenter des locomolives a air de premiere sorle, sans detente, dont la pos- 
sibilit6 et l’emploi sont zndubetables. 

Pour voir quels sont les resultats dans le cas de l’emploi des locomo- 
lives a air de premiere sorte, nous ferons encore les caleuls relatils a ce cas. 

a. Puisquil s’agit d’abord de diminuer autant que possible la masse 
d’air comprime S dans les eylindres-reservoirs mobiles, nous donnerons aux 
locomolives des pelils cylindres de propulsion, du diamelre / de 23,5 el de 
la longueur A de 31,4 centimetres. Et comme il s’agit egalement de diminuer 
autant que possible la force necessaire pour comprimer l’air, nous conserverons 
la supposition ei-dessus d’une tension effeclive de l’air de S atm., qui d’ailleurs 
est preferable a une plus forte tension, a cause du moindre danger d’explosion. 
Mais comme toutefois une plus grande masse d’air que dans le cas des loco- 
motives de seconde sorte, sera a transporter par la machine, et que par 
consequent le poids du train augmenlera, nous aurons a supposer ce poids 
0 — 103 079 kil. (2000 quintaux de Prusse), au lieu de 92 770 kil. supposes 
ci-dessus. Alors le poids des voilures charg6es de marchandises ou de per- 
sonnes, dont il s’agit, sera a peu pres egal a celui ci-dessus. 

b. En supposant Q —= 103 079 kilogr., on obtient par la formule (219) 

612. — 1484 met. cub. 

c. La tension «. de l’air comprime, necessaire sur la parlie horizon- 

tale a l’extremite de la voie, est suivant la formule (541): 


OD, : 
613. U; = is = 3.95 alm. 


Mais il faut considerer que la moilie de la voie, que nous avons prise pour 
exemple, a des pentes deja si raides, que sur ces pentes, la mostee Zu. de la 
tension necessaire sur une voie horizontale suflit, de sorte que la moitie du 


volume des reservoirs pourra eire Epuisee jusqu’a la tension 3 u,, et que par 
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consequent une lension finale de 
614. u, = 3-3,95 = 2,96 alm. 
suffira, en la supposant pour le volume total des reservoirs. 
On doil remarquer ici, en passanl, que celte circonslance aura egalement 
lieu dans le cas de locomotives de seconde sorte ci-dessus; et elle rendra 
encore beaucoup plus favorables les resultats obtenus pour ce cas. 


d. En supposant mainlenant u. —=2.96 et «,=8, la formule (552) 
donne pour le volume necessaire des eylindres-reservoirs: 
SE 3 % 
6015. 5b = —— — 294 mel. cub., 
Us —M: 


et comme le volume d, de chaque eylindre est de 1,878 met. cub. (574), le 


nombre des eylindres necessaires sera 


Ran h en 
u“. u 
b, 
e. Ges eylindres peseront suivant (569) . . . 2 ..%23 296 kilogr. 
air quiils renferment pesera suivant (570) . . 2933 - 


Ajoutons y pour le poids de la machine, suivant ($. 67. A.f.). 5154 - 





Cela donne pour le poids total de la machine de traction 31 388 kilogr. 
de sorie que ce poids, retranche du poids total du train de 103079 - 





suppose dans (a.), laisse un poids dd . . . 2.2.2....71691 kilogr. 
pour les voitures de marchandises et de personnes, qui a peu pres est le meme 
que celui suppose pour les locomotives de seconde sorle. 

f. Le nombre des chevaux, dont la force est necessaire aux pompes. 
en y ajoutant 10 pour cent, est suivant (559) 
 ovS(u+u;) 11 


617. m= 2179 DD 199. 
g. Les eylindres-röservoirs pour 15 locomotives a air 
onkteront suivanı (6,07. Ars u te 745 80V fr. 
Les locomolives elles m&mes coüteront suivant (583. 2.) . - 337500 - 
Les machines a vapeur, de la force de 199 chevaux, coüteront 
A en a ee 208 950 - 
Los: pompes Air COMBEOM . ui: ne rn a «4625 - 





Total 1 366 875 fr. 

A deduire pour les locomolives a vapeur etc. suivant ($. 73. A.) 1162 500 fr. 
618. Reste un excedant des frais de la voie a locomolives 

aair de premiere sorle . . . .. 02T MET. 
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h. Les depenses annuelles seront: 
Frais de chauffage des machines a vapeur de la force de 199 
chevaux, a 675 fr. par cheval, parceque les machines pour- 


ront elre ici d’un plus gros calibre . . » 2 2.2.20..1348325 fr 
Frais d’entretien des eylindres a air, alp. c... . 2... 7458 - 
Idem des locomotives, a6 p.C.. : 2 2 2 2.202000...20250 
Idem des machines a vapeur, a8 p.C.. . 2 2.2.2.0..1677 - 
Idem des machines pneumaliques, a6 pP... 2. 2 2 20. 4418 - 





Total 183 228 fr. 
Les depenses annuelles sur la voie a vapeur sont suivant ($. 73. 3.) 168750 - 


619. Done la voie a locomolives a air de premiere sorte 
exigera un surplus de depenses annuelles de. . 14478 fr 


€. Donc, si l’on voulait se servir de locomolives a air de premiere 
sorte, le systeme No. V exigerait en verite de plus fortes depenses de con- 
struelion, d’exploitalion et d’entrelien que le systeme ordinaire A vapeur, mais 
ce surplus ne serait pas considerable, et il serail toutefois bien au dessous de 
celui (611. 1.) qu'exigerait le systeme almospherique proprement dit. Mais 
comme la perte de force ulile, dans les locomolives a air de premiere sorte. 
qui laissent s’@chapper dans l’almosphere un air comprime, qui ici a encore une 
tension de 3, 4 a 5 atm., est si @evidenle et si considerable, on se gardera 
bien, sans doute, de faire usage de ces machines, et le caleul relatif a leur 
emploi ne vient aulrement en consideration que pour faire voir que, meme 
en employant des machines tres-desavantageuses, les frais de construction, d’ex- 
ploitation et d’entretien des voies a locomolives a air, ne depasseraient encore 
que peu, ceux du systeme ordinaire a vapeur. On profitera toujours de quelgue 
detente dans les cylindres de propulsion, ei, comme il est connu dejäa par les 
machines Ad vapeur, celte delente oflfre d’abord une @conomie sur la force 
molrice, de 30, 40 a 50 pour cent. 


Done effeclivemeni les resultats ei-dessus, relatifs aux locomolives ä air 
de seconde sorte, sont plus exacts; ei toutefois ils font voir que dans les 
cas ordinaires, de lerrains peu accidentes, les chemins de fer a locomolives 
a air n’exigeront pas plus de frais de construction, d’exploitalion et d’entretien 
que les voies ordinaires a vapeur, tandis que, comme le fait voir (611), ils 


sont beaucoup plus coüteux, dans tous les quatre autres sysiemes, que dans le 
systeme ordinaire. Dans des cas plus difficiles. ou de fortes pentes sont a 
44 * 
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gravir, le meme resullat a lieu encore a plus forte raison, parceque les pentes 
ne sont pas defavorables au systeme N°. V, tandis qu’elles le sont a un haut 


degre dans tous les autres. 


Comparaison des differents systemes entre eux, relativement ü leurs 
autres proprieles. 
\ous supprimerons ces discussions purement techniques et nous n’en presenteront que les 


restumee succınct. 


y. KRecapitulation sommaire des resullats de la comparaison des cinq systemes 
entre eux, et avec le systöme a locomotives ad vapeur. 
si. 

On aura deja remarque dans les expositions qui precedent que le systeme 
\”. V dans presque tous les points, a des preferences sur les quatre autres systemes. 
ainsi que sur le systeme ordinaire ä locomotives ä vapeur. Pour justifier cela 
d’aulant plus clairement, nous donnerons en peu de mols un resume des com- 
paraisons des differents systemes, et cela en comparant parliculierement le 
systeme V avec les aulres. 

I. Dans le cas ordinaire, d’un terrain peu accidente, comme celui entre 
Berlin et Polsdam, et par consequent sur les lignes de grande etendue, les 
frais d’elablissement, d’entretien et d’exploitation d’un chemin de fer, suivant 
le systeme N°. V, et ä locomolives a air de la seconde sorte, seront suivanl 
($. 74. 611.5.) moindres que ceux de la meme voie dans le systeme ordi- 
naire ä locomolives a vapeur. En se servant des locomotives a air de la 
premäere sorte, le systeme N’. V sera a la verit@ un peu plus cher que le 
systöme ordinaire, mais il n’y a pas de raisons suflisanles pour preferer les 
locomolives ä air de la premiere sorte a celles de la seconde. 

Tous les autres systemes, et par consequent aussi le systeme atmosphe- 
rique proprement dit, coüteront beaucoup plus a construire, a entretenir et ä 
exploiter que celui N’. V, et Pexeedant des frais de construction sera double, 
friple et quadruple des frais des rails et de leurs apparlenances. 

Dans les cas extraordinaires, oü l’usage des locomotives ä vapeur n’est 
plus praticable, c’est-ä-dire ou il s’agit de gravir des rampes tres-longues el 
tres-hautes. le rapport des frais des systemes N” I, II, III, V ä ceux du 
systeme ordinaire, peut etre plus favorable pour les quatre premiers, mais les frais 
de construction de ces qualre sysiömes ne seront guere dans aucun cas moindres 
que ceux du systeme N’. V, a cause du tube de propulsion, qui est si coüteux. 
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II. Tous les eing systemes ont parfaitement en commun les grandes 
preferences sur le systeme ordinaire a locomotives ä vapeur, d’eloigner le feu 
de la voie, et d’admettre l’utilisation de la force de courants d’eau, ou il en 
existe, et möme de celle du vent, au moins comme auxiliaires. Sur ce point. 
le systeme N°. V n’a pas de preferences sur les quatre autres. 

Ill. Dans les cas ou il s’agit de gravir des rampes tres-longues el 
tres-raides, et oü, dans le systeme ordinaire a locomotives a vapeur, on esl 
forc& de se servir de machines stationnaires ä la place de locomolives, le 
systeme atmospherique proprement dit N°. I, n’est applicable que sous des con- 
ditions assez limitces. Deja sur une rampe de 1 sur 40, le poids du train 
ne pourra guere depasser 50000 kilogr., et si l’on veut que ce poids monte 
a 77000 kilogr., la rampe ne pourra etre plus raide que 1 sur 68 ($. 75. 2.). 

Les systemes N” II et III sont fort propres aux rampes longues el raides. 
surtout N°. II; mais les construclions seront alors tres coüteuses ($. 75. C.). 

Le systeme N’. IV est tout a fait impropre dans ce cas ($.75. E.). 

Le systeme N°. V est encore fort applicable a ce cas, en se servanl 
du moyen ($. 58.), et il sera probablement realisable a meilleur marche que 
lout aulre. 

Pour moderer la vitesse d’un train descendant une rampe raide, et pour 
l’arreter, les cing systemes sont ä peu pres @galement propres; mais quand il 
s’agit seulement de moderer la vitesse, le systeme N’. V a quelque preference 
sur les autres. 

IV. Dans les cas, ou la voie monte et descend alternalivement, les 
systemes IV et V, et surtout N°. V, ont de grandes preferences sur tous les 
autres, le systeme ä vapeur y compris. Le vice fondamental et irremediable 
des systemes N°° I, II, III, dans ces cas, est si grand, qu’ils y sont presque 
inapplicables, et que l’usage du syst&me atmospherique proprement dit, est presque 
borne au cas, oü, comme a Dublin, la voie monte continuellement (8.76). 

V. Quant a la propriete d’engendrer de Ires-grandes vifesses du trajel, 
aucun systeme n’a une preference sur l’autre. 

VI. Quant a la surete du trajet, les systemes N° I, II et IV ont cette 
preference sur N” Ill et V, et sur le systeme ordinaire a vapeur, que la tige 
de propulsion empeche de derailler le wagon-conducteur, et encore un peu le 
wagon qui le suit immediatement, mais non pas les autres wagons; cependan! 
cette preference n’est que de peu d’importance. Et en revanche N” I, II, III, IV 
offrent plus de danger que N°. V dans les cas oü un essieu ou une roue viendrail 
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a se briser pendant le trajet ($. 78. B.). Puis les systemes N” I, IT et IV. 
surtout N” I et Il, ofirent beaucoup de dangers dans le passage du piston de 


propulsion d’un tube dans un autre. Ges dangers existent moins dans N°. III, 
et point du tout dans N’. V ($.78. C.). La preference que les systemes N 1. 
II et IV semblent avoir sur les autres, en ce qu’un choc de deux trains qui se 
rencontrent n’y exisie pas, est plus illusoire que reelle: car par les m@mes 
moyens de correspondance, qui sont indispensables dans les systemes N® 1, IL, IV, 
les dangers du choc pourront aussi eire eloignes avec surele dans tous les 
autres syslemes. Le sysleme almospherique proprement dit n’a aucune prefe- 
rence en ce point sur les autres, ei N’. V n’y est inferieur a aucun ($.78. D.). 

Le wagon-conducleur des systemes N” I, IH, III est ä la verite moins 
complique que celui des N” IV et V; mais en revanche N’. V n’a pas de tube 
de propulsion, avec sa soupape longitudinale ei son piston, dont la complicalion 
west pas moins grande: done aussi sur ce point le systeme N’. V n’est pas 
inferieur aux autres ($. 78. £.). 

Ennfin le systeme N’. V a en commun avec le systeme ordinaire A vapeur 
cette preference sur les aulres, que si le train est arrei& dans sa marche par 
quelque aceident arrive A la machinerie de propulsion, la continuation du mou- 
vement n’exige pas l’emploi de chevaur, comme dans les qualtre systemes 
N» 1.11. III et IV, mais elle peut &lre operee par des locomotives ($. 78. F.). 

VI. Quant a leconomie sur les frais de construchon d’un chemin 
de fer ordinaire a locomolives a vapeur, l’economie A atleindre, en ce que 
les rails avec leurs apparlenances peuvent &ire moins forts que dans le systeme 
ordinaire, est presque commune &ä chacun des eing syslemes; mais dans les 
systemes N” I, II, III et IV cette economie est absorbee amplement par les 
orands [rais du tube de propulsion ($. 79. 4.). 

Les eing sysiemes ont egalement presque en commun celte preference 
sur le systeme ordinaire, que les ponts de la voie seront moins coüleux 
(8.79. DB. a. et b.). Mais l’epargne d’une seconde pure de rails n’est pas 
plus, et meme moins admissible dans les systemes N°° I, II, III, IV que dans 
eelui N’. V et dans le systeme ordinaire ($. 79. B. c.). 

Quant a ladmissibilite des pentes plus fortles que dans le systeme ordi- 
naire: objet qui peut ollrir des Zres-grandes economies, le systeme N’. Va 
une preference inconlestable et tres-prononcee sur Zous les aulres. 

Enfin, quant a l’economie qui souvent pourra @lre obtenue, et a un 
degre considerable. s’il est permis de donner aux courbes de la voie des rayons 
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moins grands que ceux que le systeme ordinaire necessile: les preferences des 
systemes N I, II et IV sont si @ventuelles, qu’elles se reduisent presque & 
rien, tandis que N’. V peut obtenir ces preferences par les memes moyens qui 
servent a diminuer les rayons des courbures dans les autres systemes ($. 79. D.). 


Resultats generaux et definitifs. 


82. 

La consequence finale de tout ce qui precede est, que le systeme N’. V. 
a locomotive a air et sans tube de propulsion, n'est inferieur aux qualre 
autres N°° I, II, III et IV que dans quelques points insignifiants, ei en aucun 
point au systeme ordinaere a vapeur, tandis qu’il a des preferences si impor- 
lanles et si deeisives sur fows les autres systemes (le systeme ordinaire a vapeur 
y compris). que selon mon opinion, on ne peut lui contester le merile d’etre 
superteur A tous les systemes dont il a pu @tre question jusqu’ici. On peul 
alfirmer que c’est preeisement ce meme systeme (peut-Elre encore avec l'aide 
de celui N. Il, pour les cas des rampes longues et raides) qui le premier rendra 
les chemins de ler generaulement praticables sans frais exorbitanis, el on peul 
declarer en meme temps, que le systeme afmospherigue proprement dit est 
loın de pouvorr jamars alteindre ce but. 

Je n’ignore pas que lous les calculs, sur lesquels sont fondes ces resul- 
tats definitifs, auront encore a subir des modifications Ires-considerables dans la 
praliqgue, dans quelques uns et m&me dans la plupart des points, quelque incon- 
ieslables que soient d’ailleurs les prineipes d’ou partent les calculs: mais comme 
nulle part nous n’avons caleul& en faveur du systeme N’. V, mais plutöt en sa 
defavenr, et que d’un autre cöte les differences des resultats que nous avons 
obtenus pour les differenis systemes, sont tellement grandes qu’il est presque 
impossible que les modifications, qu’auront encore a subir les resultats dans la 
pralique, puissent changer un Plus dans un Minus, il est peu probable que 
la pratique conduira a un resultat definitif oppose a celui des calculs ei-dessus., 

Nous en lirerons done la conclusion, qu’on ne saurait conseiller, de 
diriger exclusivement sur le systeme afmospherique proprement dit les ellorts 
si louables, qu’on fait acluellement pour perfectionner les chemins de fer, mais 
qu’au contraire on fera beaucoup mieux de s’occuper avec zele de la mise ä 
ex&eculion et du perfectionnement du systeme N’. V 4 locomotives a air et sans 
tube de propulsion. Les frais d’essa? seront pour ce sysieme moindres que 
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ceux que le sysleme almospherique exigerait; car pour faire des essais sur le 
systeme N’. V, iln’est pas necessaire de construire un nouveau chemin de fer, 
destine exelusivement a ces essais, comme cela a lieu pour le systeme atmosphe- 
rique: au contraire tout chemin de fer deja existant, sera propre aux essais, 
el m&me on pourra changer des locomolives a vapeur en locomotives ä air. 
pour decouvrir d’abord les moyens propres a obtenir les preferences que les 
locomolives de la seconde sorte ont sur celles de la premiere sorte. Les 
essais, presentent-ils de bons resultats (et il n’y a presque pas de doute qu’ils en 
presenteront), les benelices en seront immenses. D’ailleurs personne ne perdra: 
tout gagnera; meme les constructeurs de locomotives a vapeur ne perdront pas; 
ils construiront alors des locomotives a air, des machines a vapeur stationnaires et 
des machines pneumatiques, a la place des locomotives a vapeur. Les marchands 
de combustibles ne perdront rien non plus; car dans la plupart des cas on se 
servira de machines « vapeur pour comprimer l’air. Mais le profit pour les 
chemins de fer eux-memes, et par consöquent pour le public et pour les nations. 
sera immense; non seulement par l’economie de frais a faire dans les terrains 
diffieiles et par l’eloignement du feu de la voie, mais surtout par ce que ce 
ne sera qu’alors que les chemins de fer seront ex@cutables parlout, et dans 
fous les cas, sans frais disproporlionnes. En ne renongant pas aux chemins 
de fer a vapeur. ou en persistant a vouloir se servir des chemins atmosphe- 
riques. on s’expose ä dissiper des millions, qu’on regreltera douloureusement, 
quand peul-elre un jour les veritables et justes moyens de perfectionnemen! 
viendront revendiquer leurs droils. 

Le but du present memoire, qui a coüte ä son auteur bien de travaux 
preparatoires et beaucoup de peines, est de meltre dans tout son jour les avan- 
taves et les inconvenients des diflerentes manieres de se servir de la tension 
de l’air comme force motrice sur les chemins de fer. Quant a lui, il ne forme 
d’autres voeux que de voir prendre en consideration ce qu’il vient de presenter 
ci-dessus. 

Berlin. Janvier 1845. 
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31. 


De residuis eubicis disquisitiones nonnullae analytıcae. 


(Auct. E. E. Kummer, prof. math. Vratislaviae. ) 





Oxum clarissimus Gauss disquisitiones suas arithmelicas edidisset, abhine an- 
nos XLI, perpauei erant geometrae, qui profundissimas ejus cogilaliones ma- 
Ihematicas mente capere possent, admirationes aulem omnium ellecerunt Iiheo- 
remata nova de divisionibus eirculi geometrice perficiendis, exempli gralia in 
septendeeim partes, quae omnibus patefecerat. lis praeserlim invenlis clarissi- 
mis adducli geometrae in doctrinam numerorum, imprimis aulem in opus illud 
(raussianum, operam maximam impenderunt, sed paueis lanlum successil in- 
coeptum, rei ipsius enin difficultas eo augelur, quod in hoe libro omnia ita 
inler se cohaerent, ut these aliqua omissa, ea quae sequuntur vix perspiei possint. 
Sero tandem, quum in Germania litterae mathemalicae magis effloruissent, non- 
nulli exsliterunt qui Gausse disquisitiones non solum penitus intelligerent, sed 
ipsi invenlis novis doctrinam numerorum ulterius promoverent. Inter quos prae 
celeris duo viri summi commemorandi sunt Jacobi et Lejeune Dirichlet, quo- 
rum inventa et meihodi cum iis quae nos hac disserlatione tractabimus arcte 
connexa sunt, Cl. Jacob? pro residuis cubicis primus invenit reeiprocitalis legem 
simplieissimam, qua tolius huius doctrinae summa conlinetur, et Cl. Zejeune 
Dirichlet analysin quantitatum continuarum ad doctrinam numerorum tam prospero 
successu applicavit, ut omnium admiralionem sibi pararet et nomen suum cele- 
berrimum redderet. Disquisitiones, quas hactenus in publicum edidit, praecipue 
in residuis et formis quadraticis versantur, ideoque a nostris, quae de residuis 
cubicis inslituemus, alienae videntur esse; nihilominus tamen conlitemur in omni- 
bus fere nos illius vestigia secutos esse. Magna enim residuorum ceubicorum 
analogia est cum residuis quadraticis, praecipue numerorum formae dn--1, 
multaque iheoremata et methodi, quae pro hisce locum habent, mutatis mutandis 
ad illa transferri possunt. Nuper eliam audivimus a geometra quodam Gallico 
Lebesque commentationem de residuis cubicis conscriptam esse, anno 1837, 
quam vero comparare non potuimus, praeterea de hac re in Urelliö diario ad- 
notationes nonnullae exsiant minoris momenti, quarum auclores sunt viri claris- 
simi Clausen et Stern. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 4. 15 
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Ante omnia noliones et propositiones nonnullae elementares de residuis 
eubieis nobis repetendae sunt, quibus disquisitiones nostrae nituntur. Quilibet 
numerus @, qui cubo alicui congruus est modulo p, numero primo formae 
6n -1, hujus numeri primi residuum cubicum appellatur, qui vero cubo congrui 
esse non possunt, appellantur nonresidua; sive si congruentia 2° == k, modulo p, 
radicem aliquam habet, est & residuum, si vero haec congruentia radicem nul- 
lam habet, est % nonresiduum numeri primi p. Quia numeri inter se congrui 
semper simul sunt residua, vel nonresidua, hie soli numeri modulo p minores 


nn 
considerandi sunt. Potestas a3") 


pro valoribus variis numeri x non nisi tria 
residua incongrua habet, quorum unum est unitas, alterum si ponitur —=f, est 
tertium = f? et 14 f+f?==0. Eos numeros x, pro quibus est t®=1., 
per «, eos qui dant =Pd==f, per P, et eos qui dant wP®=f? per y 
desionamus, quibus literis ubi opus erit indiees addemus. Omnes numeri mo- 
dulo p minores aequaliter inter has tres elasses distributae inveniuntur, ita uf 


\ 


numerus ipsorum « sit 49 —1), idemque numerus ipsorum 5 ety. Sig est 


« 


radix primitiva pro modulo p, residua potestatum g', g°, g", ... gP”* cum mı- 


meris &, Cs €» .... consentiunt, residua potestatum 9, 9%, 9, ..... gP” cum 
numeris 9. Pı» Pas »-.. et residua potestatum g°, 9°, 9°, .... 9’ cum mı- 
meris %, Yıs Yas -:». In serie numerorum «&, 0, @%, »... Feperiuntur etiam 
p—a, P—0, P— ns srrr; qua de causa eos tanlum numeros «, ,, (a, ... 


coemovisse suffieit, qui minores sunt quam 49, eum quibus altera semissis simul 
data est, idem cadit in numeros 9, P,, Pr, .... nee non in numeros % Yıy Yay-:-- 
Seriei @. 9. %, .... termini unitate auci: @-+1, m, +1, &-+1, .... excepto 
ultimo. qui est p, eujus loco ponimus 1, omnes in aliqua serierum o, P, et y 
reperiuntur, numerus eorum qui conlinentur in serie @ sit @, eorum qui in 
serie 5 conlinentur —d, ceterorum qui in serie 7 continentur — ce. Numeri 
a, b, ce hoc modo definiti salisfaciunt aequationibus duabus 
a--b+-ce=1tp—1N), et (ba—3b— 3c— 2) +27 (c— bi’ ==4p; 

itaque posito 64a — 3b—3c—?—=t, ce—b=u, est4p—=F-+-27u, et quum 
numerus 4p unico lantum modo in hanc formam redigi possit, 2 et u, neglectis 
sienis +, omnino determinati sunt, signum numeri ? eo determinatur, quod 
t— 64a —3b—93c—?2 esse debet numerus formae 37n-+1, sed sienum numeri % 
hoc modo definiri nequit, quia nondum distinximus quaenam nonresiduorum eu- 
bicorum literis ‚9 et quae literis 7 designandae sint; nam serie numerorum / 
permutata cum serie numerorum y, signum numeri « simul mulalur. Hinc autem 
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nos serierum P, Pıy Pas -- +. et %. Yıs Ya> » -.. distinclionem accuratam peti- 
mus, quas ita semper eligendas esse constituimus, ul u—=c—b sit numerus 
positivus. Summas ires, quae in theoria residuorum cubicorum maximi mo- 
menti sunt: 
Zar 5 PA r 2yn 
—=yn» cos =y, Zcos— 
p p p 
el. Gauss invenit radices esse aequalionis cubicae 
3.1... 1 - / 9. u . 
y’+y7"—3(p-1)y — 34 (pt+3p—1) = 0; 


nos autem in iis quae Sequuntur illarum summarum loco aceipiemus has: 








cos 





u 
;, 9 
. 


mr 3 3 „) 3 
2 Zar’ nn 2 ßr’m Ay’ 
200S—— =2%,, 2008 —— —z,, 2008 —— —g,, 


p pP | v 
in quibus signa summatoria ad valores <—=0,1,2,.... p—1 relerenda sun! 





Hae summae 2%,, %, el 2, sunl radices aequationis simplicioris 
1. 2’ = 3pz-pt, 


et cum summis Yı, Ya, Y; Ita cohaerent, ut sit , —1--3y,, na =1-3y;. 
2z,;,—1--3,y;. Inde effieiuntur aequaliones 
| | dr nie “> | —— ‘ Pi Pi A 
2 | 3 2273 (0, 28a 22; + 232, = — 3», 2 nr, pl, 
En a ee N RE ET 
3177827 2; —=b6bpP, 1-23 —=9Ipt. 


Porro habentur sex aequaliones, quarum ope quaelibet radicum 2,, &,, 2, ra- 
lionaliter per aliam determinatur: 


Bet ja —3744—-3W23,+2p, 3u, = —4(t-3u)2,—2p, 
1 u, — —2+4(l—I3W2-42p, 3uı = —t(t+3u)2,—2p, 
| Bu —=—574l—-3W3;+2P%, 3u, =; —4(t+3u)2,— 2p; 
quae binae per sublraclionem conjunctae dant: 
3u(,—2,) = —227 +12, 44p, 
4. 3us; —2) = —?2z-+t2,-4p, 
su —2) = 2; -+12,44p, 


iisque multiplicatis, per faciles reducliones fit 
d. a — a) — 233); — 2) = 27 pu. 
Aequalio eubica (1.) rite soluta dat radices tres: 


2 —= —yp-sindv —y(3p)cosiv, z—2yp-singy, 3=— yp-sin dv -+ y(3p) cos4rv, 
< i } —t =. ur 
in quibus v est arcus minimus cujus sinus u 77% quı ıntra limites — 4rı el 


+47 versatur. Inde concluditur harum radicum unam intra limites — 2 y/p 
r2 HH 
et —yp, alteram intra limites —yp et -4-yp, terliam intra limites —-yp et 
+2yp sitam esse, quae autem radicum definitarum 2,, 22, 23, ad hos singulos 


limites pertineat,: quaestio est difficillima, de qua infra copiosius agemus. 
45 * 
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S. 2. 
ö Zax!nı 
In theoria residuorum quadralicorum summae serierum duarum er 
) 
. Ahztn o h 
el Fcos—— , quae seriebus &,, 2%, et 2, respondent, facile adeo extendun- 
y 


tur, ul » sit numerus quicunque compositus; eandem summarum amplificationem 
in seriebus &,, &, et 2, perliciemus, unde magna earum differentia ab iis, quae 
ad residua quadralica perlinent, elucebit. Quum enim theoremata, quae de illis 
pro modulis primis inventa sunt, aucla eliam eleganlia pro modulis compositis 
pronuneiari possint, et res tota verlatur in residuis, quae numerus compositus p 
habeat, modulo 4: hie non ipsius numeri composili, sed factorum ejus primo- 





rum formae lineares, el numerus factorum inter se aequalium summas determi- 
nant. Antequam vero de modulis quomodocungue composilis agemus, casum | 
peeuliarem absolvemus, quo modulus est potestas numeri primi, altque in eo 
seorsim considerabimus factores primos formarum 6r-+1 et 6r—1, et prae- 
terea numeros primos 2 et 9. 

Si p est numerus primus formae 6r--1, et 2 numerus integer unilate 
major, residua numerorum 1’, 2°, 3°, 4°, .... (p"—1)’, modulo p”, separatis 
mulliplis numeri p, omnia conlinentur forma @-+- up, ubi « quodvis residuum 
cubicum numeri ?, et « quemvis numerorum 0, 1,2, 3,.... (p"""—1) significat. 
Nam congruenliae z’== A, modulo p”, salisfieri nequit, nisi sit == A, mo- 
dulo p, sive, quod idem est, A—=«--up, numerus autem residuorum cubi- 





corum « est 4(p—1), et numerus omnium valorum nyumeri uw, qui formam 


', unde colligitur numerum omnium 


@-4- up modulo p" minorem reddunt, est p"” 
residuorum eubicorum, pro modulo p”, majorem quam 49"""(p—1) esse non 
posse. Praeterea notum est congruenliam 2’= 4, modulo p”, plures quamı 
ires radices incongruas non habere, qua re, quum terni numeri 1°, 2°, 3°, .... 
(p'—1)' idem residuum dare possini, neque plures, numerus omnium residuorum 
non minor esse polest terlia parle numerorum illorum, quae est 4p""1(p—1). 
Ex iis coneluditur, omnes numeros, quos forma &--wp contineat, et praeter hos 
nullos, residua esse numerorum 1°, 2°, 3°, .... (p"—1)’, modulo p”, eaque 
residua singula ter inveniri. Multipla numeri >, quae series 0°, 1°,2°, 3°, .... 
(p"—1)’ continet, sunt 0°, 1°.p?, 3°-p’, .... (p"—1)’p’, eorumque residua, 
modulo p”, si non majus quam 3, omnia sunt aequalia nihilo; si vero n — 3, 
factore communi p’ omisso, quaerenda sunt residua numerorum 0, 1°, 2°, 3°, .... 
(p—1)’, modulo 9", quae esse residua numerorum 0, 1°, 2°, 3, .... 


(pP —1)’ toties iterata quot 9° conlinet unitates, sponte apparet. Quibus po- 
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sitis, si a>B et m numerus arbitrarius ad p" primus, summa quaesita tali 
modo exhiberi potest: 


min . 2mi’n,. 2m(a-+tup)n 
= 005 — — = pP 3005 ——— +38 cos Sr: 
p p"= p 
in qua formula signa summatoria hanc vim habent, ut literae # tribuendi sin! 
valores 0,1,2,.... (p"—1), literae A valores 0, 1,2,..... (p"?°—1), lite- 


ae u valores O0, 1, 2, 3, ..... (p"""—1) et literae « valores omnium residuorum 
cubicorum numeri 2. Consummatio secundum literam «, quae per notas for- 
mulas trigonomelricas facillime perfieitur, summam dat zero, qua re haee aequa- 
tionis pars lota evanescit, et formula eflicitur simplieissima 


2 +3 18 

r m#’s0 2m)’n 

< . 2 x mn a 

b. 28.005 —— = p°F 005 ——— 
y p 


Inde pro quolibet numero rn hujus seriei summa reducla est ad casus 
quibuss a=1,2 el 3. Pro n=?2etn=3 ex iis, quae modo exposuimus, 





facile coneluditur 


er 2mx?’n 2m#’n 
> < 7 ® 2 


itaque formula (6.) adhibita est generaliter 


w 2mx’n (an? 2ma’n . . 
= c08 —— — me) cos —zy; äin- 1 modulo 3, 
< 2Zmx’n A(2n—1) 5 £ ‘ 
7. 2008 —— = m, sin=?2, modul 3, 
p“ 
2mx’n 2 . 
> cos en p:”, si n=0, modulo 3. 


Deinde si y est numerus primus formae 67—1, residua cuborum 1’, 
2°, 3°, 2... (9’—1)', omissis multiplis numeri g, eadem sunt ac numeri omnes 
minores quam g” et ad g primi, cujus proposilionis demonstrationem eo peti- 
mus, quod illorum cuborum duo x* et y’ eadem residua dare non possunt. Posito 
enim #=y’, esset (e—y)ze+ry+y’)=0, et quia forma #-+zy-ty 
factorem g=6r—1 habere non potest, esse deberet e—y=0,...., mo- 
dulo 4”, quod, quia x et y minores quam g" supponuntur, nullo modo fieri 
potest. Facile inde concluditur, haec residua omnia forma »-+-1p contineri, 
in qua v—=1,2,3,.... g’'—1. De residuis cuborum qui per g divisibiles 
sunt idem valet, quod supra de modulo p" invenimus, scilicet, si n non —>3, 
haec residua, quorum numerus est g””'" omnia nihilo aequalia sunt, si vero 
n 3, factore communi g° omisso, residuis numerorum 0°, 1°, 2, 3°, .... 
(g"—1)), totidem sumlis quot g° continet unitates. Itaque est simili modo ac supra: 
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r 2ms’n . zZmäin 2m(vtug)n 
= c0s —— 4° 2 008 —ı- + 22008 \ an E>- 
7 ü y 
ubi 20, 1,2, 3,....09" —I, JB, 3... ae 1, 
y'—1. r—=1,2,3,.... 9—1. Consummatione secundum omnes valores 
literae «u perfecta, haec summa duplex evaneseit, et prodit formula simplex 
o,.„..zmu?’n u... min 
= COS m / — (05 — 
] ) 
Denique, quum sit 
ımı’n 2m#’n . 2mx’n 
2008 —— =), 205 =4, 2008 =, 
(] 7) 1 


est eeneraliter: 








2 Y3r 
> «mr 7T = ‘ 
>00 ——— —(, si a=1,. modulo 3. 
1 
2m#’n (on a . 
8 (20 —— — gg, si n=?2, modulo 3, 
/ 
% a. 
. “«MmA’Tr 2 . ‘ 
2005 —— —gq:", si na=0, modulo 93. 
| / 


Kaedem summae valent etiam pro 9g==?2, neque alia huius rei est de- 
monstralio. nisi quod forma x’ -- 2y--y“ hie tanquam summa trium numerorun 
imparium faclorem ==? habere non potest. 

Denique pro modulo 3” residua cuborum per 3 non divisibilium 1°, 2°, 
", 5°, 2... (8° —1)’ formam habent 9a +1; nam si horum cuborum aliquis 
aceipilur x’, z habet formam 3r+1, ei congruentia x’ == 4, modulo 3”, dat 
ir-+27r--9rt1lz=eA, ergo A divisum per 9, residuum dat +1, uli con- 
iendimus. Porro congruentia 2° = y’ habet tres radices incongruas, terna 
joitur residua numerorum 1°, 2°, 4°, .... (3”—1)? inter se aequalia sunt, et 


> 


numerus inaequalium est 2.3” 


. qui, quum sit numerus omnium numerorum 
(ormae 9u+1, modulo 3” minorum, concluditur hos omnes in residuis illis 
reperiri. Cuborum per 3 divisibilium O0, 1°.3°, 2°.3°, 3°-.3°, .... (37—1)'-3° 


vesidua, faclore communi 3° omisso, non alia sunt ac residua cuborum 0, 1°. 








2,3, 2... (3”—1), quae novies iterantur, unde sequilur 
”) 43 9 ‚3 > ( “ 

” 2m»’n z ZMIR , a 2zm(9ut1)n 

>: 08 —.,_— = 93cos TI + 3.2°cos _ j 


abi x—=0,.1,2,... I PET) AEET 2. I, rd, 3"?—1, 
et an est numerus arbitrarius factorem 3 non complectens. Etiam hoc casu terminus 
terlius, consummatione secundum valores literae wu peracta, evanescit, unde fit: 


9 3 pr 13 
= MATT “MA” ST 
Sn a) — ( > a 
= C0oS — —— 2° C05 ———. 
CO BL Q > cos 3n—3 











— 








—r 
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et quia summa quaesita pro n—=1, n—=2 et n==3 facile invenilur 


2me’n Zmx’n mn 2mi’n 
4 7 t FE hihi EL T on 
n 0. cos eh 3(1 +-2008 r ). 2008 — Y, 


habemus generaliter: 


>cos 








Ip} 3 
. „MAT TI . / 
| = cos une 0, sin==1, modulo 3, 


gem Zmi#’n PP RO mn } ’ 
9. < 2cos = u 33 (4 r1 2 cos — Tu ): n == 2 . modulo 3, 
«) h 
R 2me’rn a2 z , 
= 005 —, — — 3°", in=0, modulo 3. 


Casibus iis specialibus absolutis, seriei proposilae summa pro modulis 


N 








quomodocunque compositis facile invenitur, theoremalis ope quod in hac aequa- 
tione continetur: 








>) Nro3 9, u 2383 > 3 
2mürx’n 2mP?337 2 mu? 
10. 2Ccos - - 2C0S = 5 O0 ı 
pP Ö PO 
in qua summae extendendae sunt ad numeros z=0,1,.2,3..... P—1: 


/. a Ö. 1. 2, > “. 0. 9 1 . u —— 0. 1. 2, 3. a PO —1, el literae P, Ö, in 
numeros quoscunque inter se primos designant. Primum observamus seriem 


2nz’ay—l 
P 





n 2m’ 
= 008 —,— eandem esse ac Fe 


neseil, qua de causa in seriebus illis cosinuum loco quantilatibus exponentialibus 





. cujus pars imaginaria per se eva- 


imaginariis uli licet. Inde per multiplicalionem simplicem habemus 
2m’ any 2mP’)’ry—1 In (O’r’- PP’) any 











Dr — 


Ze fer Sy PO 


mr)(Or-+Pi)ay—l : . a. 
Gmxi(Qx+Pi)ay . qui est —1, haec summa duplex induit fjormamı 


2m (O2+P))'ay-1 
PO 


adjecto factore e 





z2E 

Formula Oz +-P% valores congruos, modulo PQ, non habet. Si enim esset 
Vz-- Pi = Qz-- Pi, modulo PQ, inde sequeretur O(2z—z')+- Pa —i) 0. 
et quum P et @ per hypothesin sint inter se primi, haec congruentia subsistere 
nequit, nisi z—x'=0, modulo P, et —i'==0, modulo Q, quod, quia z etz 
sunt minores quam J° et inaequales, A et 4" minores quam (Q et inaequales. 
absurdum est. Praelerea patet, numerum omnium valorum formae Qz--P% esse 
PO, unde sequilur ut, multiplis moduli PQ omissis, hi valores consentiant cum 
numeris 0, 1, 2, 3, .... PQ—1. Inde ista summa duplex in simplicem mutalur. 
parlibusque imaginariis, quarum altera alteram tollit, rejeclis, provenit aequalio 


| ind 
supra allata.. Jam si AR — 2°. 3°. pr.” ....g°-g°.... est numerus quo- 
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1 
modocunque composilus, in quo ?, 9, .... designant numeros primos formae 


2m? 
R I 
per hoc theorema in productum tot summarum diffinditur, quot Z factores habet 


1 
6m-+-1 et g, g, .... numeros primos formae 6r— 1, summa cos 


inter se primos, scilicet 

















Dumas 9 43 43 3 r 
i Imx’n ® Zmax’rn Zmbx’n 2mex#’n Zme!«’n 
ll. Zcos- fr = 2008 —; = 005 —57— 08 eEz 2.005 —,; 
D- 3 
p 
Id 2mdz#°rn - Zmd'x’r 
. = C(05 nn Ss 194 oo... 


7 q 
in qua formula brevitatis causa scriptum est ()—a, (Z)—b (2) = etc. 
2° 3 ’ \pr r 
easque summas singulas, quarum moduli sunt numerorum primorum potestates, 
2m’ rn 
£ 
1 


l 
quae factorum primorum numeri Z exponentes, a, P, % % ---.. 0,0, .... 
1 


supra invenimus. Indoles igitur summae I'cos maxime a residuis pende! 


dant modulo 3. Nam si quis numerorum «, ß, d, d,.... habet formam 3r-+1, 





, __2ma’n v Zu 
semper est Zc0os—,;— —=0; si vero exponenlium a, f, %, % »++- me 
nullus habet formam 3r--1, haec summa aequatur numero integro C, numeri 

u. he "PR “ mn 
R divisori, eui, ss 7—=3r--2, praeterae adjicendus est factor 142005 —-; 


1 
denigne si qui numerorum 7, %, .... habent formam 3r-+1, exempli causa 
l 
ipsi duo numeri y el y, haec summa numero illi integro C aequatur, multi- 


Zmx#’n 2m#’n 





plicato per summas ER Posito R = 42375500 — 
32 093 3 m . ) 
22.3°.5°.7°.13. est: t 
u 2m#’n um Gm#’n Amx’n 
E08 —— = 01T Zi —— : 
R 7 13 
posito R — 1000 — 2°. 5° est 
zmr’n 
—_’ 
u CI m = 4 
1000 100 
$. 3: } 


ee . m .ı. .. . 
Notissimum est signum Fx a Cl. Legendre residuis quadraticis adhi- 


bitum, et propter eximiam elegantiam, quam formulae describendae ideo accipiunt, 
postea ab omnibus fere geometris receptum, quod statuitur =-+1 vel = —1, 
prout © est residuum vel nonresiduum quadraticum numeri primi p. Idem 


[2 . . . [ * „® . [} .. m 
sionum etiam residuis cubieis maximam ulilitatem affert; pro iis vero (=) non 
p 
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radici quadraticae, sed radiei cubicae unilalis aequale statuendum est, ita ut 


. m . . . . . ie 
sit F)=1; si »n est residuum cubicum, sive si m est aliquis numerorum 
14/3 
2 


. a m —1—y—3 : ’ 
Ps Pıs Pas --..; denique sit vs — + .„ sim est inter numeros 





. m 5 ” ’ 
&, &s Oy ».. .5 porro sit (—) = si m est aliquis numerorum 
’ 9 p 9’ 





YsYıs Yay .... Haec significationis amplificatio Clo. Jacobi debeiur, qui in literis 
de eirculi sectionibus earumque applicationibus ad doctrinam numerorum, regiae 
litterarum academiae Berolinensi mense octobri anni 1837 traditis, hujus signi 
ope residuorum cubicorum legem reciprocitatis forma simplieissima exhibuit. Pro 
hoc signo valent aequationes fundamentales: 


» 2-9), EI) ei) =) 


. . . Mm . . 
casu quo @==xp est multiplum numeri p, signo e> valorem zero tribuimus. 





Jam nobis problema, cui disquisitiones ulteriores maxime innituntur, solvendunı 
proponimus: 


Data summa seriei 
y(v) = A,cosv + A,cos2v-+ A,cos3u-+ A,cosAv-+.... 


invenire hujus serie summan: 
(—)4: Fr (—) A, + (—) 4; 4 („)4: 1 uns 


= 
| . . mx man 
Quem in finem consideremus summam =() cos ur pro 2==0,1,2,... 


(p—1), quae, casibus, quibus mx ad seriem numerorum « vel ß vel y per- 
tinet, separatis, in has tres dilabitur: 

















. 2 2 2 ti u X Du 

(7 cos —— — Zoos + 4 I Zoos Pr | > dm EZ 
p p p - p 2 

—AHV- 
2 





nos ubique litera % designabimus, 
A 
2 


Dehine radicem cubicam unitatis 





unde sequitur ut alteri radici imaginariae signum 4° tribuendum sit. 


Summas singulas, quas haec formula continet, supra literis y,, Yı, Y; designa- 
vimus, earumque loco has novas 3 —=1-+3y,, 2 =1+43y., 3=1-+3y, 
substituimus, quibus signis adhibitis haec formula simpliciorem formam aceipit: 


13. 32("*) cos mir — 42, +hz,, 





Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXI. Heft 4. 46 
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quia RL =) ic; [> ) et (>) = —1; multiplicando per ya habemus 


, 82 (en Fate +h2,); 2=0,1,2,....(p—1). 


Nujus summae termini bini, ab initio et a fine aeque distantes, aequales sunt. 





quibus binis in unum conjunclis, est 


’ mn M\, r 
15. 62(- ) cos — (F)\s +# 242); 2=0,1,2,.... pl). 





p 
Jam si in i are: 
p(v) = A,cosv- A,cos?v--A,cos3v-- A,cosiv, 
4 un 
quae intra limites v—=0 et v—= 27 valere debet, v — x ponitur, per 3- (& ) 


multiplicatur ei summae formantur pro <=1,2,3,....p—1, per Ka 
(14.) fit 


16. 3>(2),() en +2) (()A4+(Z) +) 4 Kr 


pro z—1,2,3,4,....(p—1). Simili modo, si aequatio 
y(v) = A cosv-+ A,cos2v+A;cos3v-+ .... 
intra limites v—0 et vn valet, ex formula (15.) dedueitur 
7 (Fer) PIE: PRIIE VERO (GAY VEN AAN BEN ed 
17. 6>(- ),® ) (ah +42) (2): | (Z)4: H)4 r a 
> #f, 2. 3... ı(p—1), eaeque formulae (16. et 17.) problematis pro- 


positi solulionem continent. 





S. 4. 
Formularum generalium usum exemplis nonnullis illustraturi primum 
faciamus 
‚ c0S3V cosdv 
p(v) er. coSsU -- 33 n. 52 -- ...a 
cujus seriei summa intra limites v—=0 et v=n est pw) = —4Inv-+ In), 


quibus in formula (17.) substitutis, est 


Eee) | 





pro z—0,1,2,3,.... 4(p—1). Separatis casibus, quibus (& )= % (3) = ur 


et (5) — 2, fil 
ee.) 
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signaque summarum ad omnes valores numerorum «, /, y, minores quam 4p 
extendenda sunt. Simili modo etiam haec series infinita in tres series singulas 
dilabitur. Posito enim 





a =——B, Z—=(C, 


a? pP? g” 
ubi summarum signa ad omnes valores impares numerorum «, 9, y in infini- 
tum sunt extendenda, fit 


HEIL... = AHaB+RC, 


— 549 
p 
Formulae quae sequuntur multo simplieiores fiunt, si loco ipsarum sum- 


ıdeoque est 


19. 





ZatWEBßıhEy = (st, 4hr)(A+LB-+RC), 


marum Sa, EP, &y earum differentiis a valore medio arithmetico ulimur. 
quas literis m,, m, et m; designabimus. Ponimus igitur 


UIP--FEYREo)=m, 4120 +32y—22P)=m, 4 Fa+zP—2Fy)—=m,, 


sive, quia est Sa + ZßP+32y —= 1-42-+3+...+4(p—1) = 4p—1): 
> 


kN Zae—=m, ul N fm, Kl —1)— Ey=m;. 
Numeri »2,, m;, m;, quos integros esse patet, ila comparati sunt, ut eorum 
summa nihilo aequalis sit, sive an, --m,-+-n, —0, ijisque summarum Fa, &/, 


>'y loco substitutis, formula (19.) hanc formam aceipit: 
In? 2 \ 
20. m +Am+hm) = (z3 +, -+hz,)A+hB-+-RC). 
Quia Ah est forma imaginaria, haec aequalio duas reales complectitur, quibus. 


a . a? (pr 

si adduntur aequaliones a, tm; +m; —=0, A+B-C= n: ; 098 
pP 

%-+%42;==0, hae aequationes reales triplici modo exhiberi possunt, prout 

Mm, M;, Mm, vel A, B, C, vel 2,, %&, 2%; pro incognitis habentur. Inde 


prodeunt aequaliones elegantes: 














In? . w‚ 

p an, — Az, +Bz,-+Üz;,. 
} In? v 
21. 5 m —= 42,+Bz2;+Cz.. 

35 2 ! q 

a mM, — Az,--Bz,+Cz, . 


46 * 
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n?(p?—1) N u? 



































] | 
24p? BL (m, %ı 17 M222-7M,%2;5), 
n? (p? — 
_ 24p: 7 (m, 2, +m, 2, 4m; 2). 
= eu 
24pi +. 37 — (am, 2; + mM; +mM;%,), 
i5:5, 2p?(Am, +Bm,+Cm,)  —?p((A— Bm, +(A—C)m,) 
ki a? (mt -+m?2 +m}) ke na (m? + m} + m}) i 
33 „ __ ?p?(Am,+Bm,+Cm,) _ —?p((A—B)m, +(4A— C)m,) 
Fra a nam? Imitmi) 53 sı (m? + m: + m}) ’ 
RE. ee +Bm,+0m,) __ —2p((A—Bim, +4— O)m,), 
Kaya n?(m: Tm?t m;) (m? + m? +m}) 


His etiam differentias binarum quantitatum 2&,, 2, et 2, adjungimus, quae con- 
silio nostro inservient: 

2p% ((- BAHN m —(A—2C+ Bm.) 
. (m? +m? + m?) 
4’ |, x... 2p? ((A—2 Pag m, — (A—?2C-+B)m,) 
<£ rs ur ? (m? + m} + m?) 
2p2 ((A—2 B+C)m, — (A— 2C+ B)m,) 

: (m? -+- m} --m}) 

Jam si praeter numeros nm, ,m,, ın, , etiam series infinitae A, B, C cogni- 











ae essent, per aequationes (23.) valores quantitatum %,, %,, 2; accurate deter- 
minari possent; in quaestione vero praesenti sufficit cognovisse A— B, A—C, 
A—?2B--C, A—2C--B omnes esse posilivos, quod inde sequitur ut sit 
A=ldotgt, enge A>1 et A+B--FO< 4a < 2, itaqe 
B-C<ı,nece non B<4, et Ü<<4. Numerorum m,, ?n,, n,, quorum 
summa est nihilo aequalis, unus est absolute maximus, reliqui duo minores 
eadem signa habent, opposita signo maximi. Ponamus primo, zn, esse numerum 
maximum, eumque posilivum, unde mn, et »n, minores et negalivi, hinc per 
aequationes (23.) et (24.) est z, posilivum, 2, —2, posilivum et 2, —2; po- 
sitivum, itaque 2, est aequationis illius ceubicae radix maxima posiliva, quae 
intra limites +2yp et —-yp sita est. Simili modo, si »n, est numerus ab- 
solute maximus, sed negalivus, n, et »n, erunt posilivi, et per aequaliones (23.) 
et (24.) 2, 4 — Tr, %ı— 2%, Omnes erunt negalivi; unde concluditur 2, esse 


radicem minimam aequationis cubicae, quae intra limites — yp et —2yp sita 
est. Pro numero absolute maximo »n, habemus eodem modo, si zn, est posi- 
tivus, 2, intra limites -2yp et +yp, si vero m, est negalivus, 2, intra limites 

















- 
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— yp et —2yp; denique pro numero absolute maximo m, est 2, intra limites 
+2yp et yp, si m, est posilivus, et 2; intra limites — yp et — 2 y/p, sim, esl 
negativus. Semper igilur una radicum 2,, &,, 2; omnino determinata est per nume- 
rOS A, 205, 1n, et quia per unam radicem reliquae ralionaliler expressae sunt, omnes 
jam determinatae sunt. Ceterum notandum est, ad reliquarum duarum radicum limites 
definiendos non opus esse aequationibus (3.), sed hanc quaestionem facillime per 
aequationem (5.) absolvi. In universum enim sex modi dantur quibus singulae tres 
radices &,, %,, 2; ad tria intervalla —2yp et —yp, —yp et --yp, + yp et --2yp 
perlinere possunt. Quum vero per aequalionem (9.) (23, — 2%) (22 — 2,) (23; — %;) 
—27pu sit, et @ numerus positivus, haec intervalla, quae singulis radieibus 
respondent, ita eligi debent, ut (2, — 2) (& — 23)(2; — 2,) sit quantilas posiliva. 
unde fit ut tres casus rejiciendi sint, et soli tres sequentes locum habere possint: 
z, intra lim. —2yp et —yp, 2; intra lim. —yp et --yp, 2; intra lim. -- Yp et +2yp, 
z, intra lim. —yp et +yp, 2, intra lim. +yp et--2yp, 2; intra lim. —2yp et—yp, 
z, intra lim. + Yp et +2yp, 2, intra lim. —2yp et—yp, 2; intra lim. —yp et -+-yp. 

Hoc modo aequationis illius radices singulae accurate determinaltae sunt: 
sed haec problematis solutio non ea est, quae peritis ab omni parte salisfacere 
possit; nam hoc desideratur, ut ex ispsius numeri primi p indole dijudicari possit. 
ad quae intervalla radices 2,, 3, 3; referendae sint, neque vero ex indole 
numerorum 2%,, 345, 7R,, qui pro dato numero p non sine labore computantur. 
Hunce calculum numerorum »,, @n,, »n,, pro omnibus numeris primis formae 
6n2--1 usque ad 499, ope tabularum canonis arithmetici a Clo. Jacobi editi 
perfecimus et per melhodum modo traditam ex iis invenimus esse I’, 2, inlra 
limites —2yp et —yp pro numeris primis p = 97, 139, 151, 199, 211, 331. 
433. 1, 2, intra limites —yp et -'-yp pro numeris primis »p—= 13, 19, 37, 
61, 109, 157, 193, 241, 283, 367, 373, 379, 397, 457. II, 2, intra limites 
+yp et -+2yp pro numeris primis p —=[1, 31, 43, 67, 73, 79, 103, 127, 
163, 181, 223, 229, 271, 277, 307, 313, 337, 349, 409, 421, 439, 457. 
463, 499. Omnes numeri primi, formae 6n--1, talimodo in tres classes divi- 
duntur, atque ex 45 numeris primis infra 500 ad classem primam pertinent 7, 
ad classem secundam 14, ed ad classem terliam 24, quorum numerorum ratio 
proxime exprimitur per 1:2:3; nec improbabile est, eandem ralionem eliam 
pro majore numero semper servatum iri. Quum doctrinae numerorum historia 
multis exemplis doceat, veritates arilhmelicas per induclionem inventas et tum 
demum demonstralas esse, nos talem induclionem pro his tribus classibus nume- 
rorum primorum dignoscendis multis modis tentavimus, sed hactenus frustra 
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criterium were quo alicujus classis numeri a reliquis numeris primis for- 
mae 6n2--1 discerni possint. 
$. 9. 

Ex aequationibus supra allatis (20 — 23) eliam numerorum zn, . n,, m,. 
et serierum infinitarum A, BD, Ü proprietates nonnullas deducemus. Trium 
aequalionum (21.) quadrata addita, adhibitis aequationibus 37 +23+ 23 = bp 
ed 9,2, + 23% — —3p, dant 


- 37 4 n y p, 7 92 > 
25. 7, mitm) = 44 B+C— AB-BC-CA 
Quantitas A’+ B?-+-C’— AB— BC — CA, quam breviter litera d designabimus, 


limitibus arelis eircumscripla est, quos facillime per repraesentationem hujus 
quantitalis d in forma producli infiniti invenimus. Quem in finem litera r de- 
signamus omnes numeros primos impares, qui sunt residua cubica numeri p, el 
ilera #» ommes numeros primos impares, qui sunt nonresidua cubica ejusdem 
numeri ?. Inde, per principia, quae jam summus Kulerus in introductione 
in analvsin ige exposuit, concluditur 


warn 14 = +5: — +) a aut :.... 


der or 
2 74 | 
a — 1+(2 at Yr At PART 
r?® n? 


‘Harum serierum altera est A+-AB--AC, altera A+-AWB--hC, earumque pro- 
duetum est d; itaque, duabus iis formulis inter se multiplicatis, habemus 

















1 1 | 
Ale Ben Par wi 
pr Ip n? n* 
Praeierea est 
1 1 1 ni. Te st? 1 
REST 10 hal = 1-+— 2 T777T a —(1- — 
a, Be, 
1 | - 1 u 2772 BRHPE. ». 1 
u Ur  SsHststrnt 1); 
gps BT 
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Per hanc aequationem nonresidua ex repraesentatione quanlitalis Ö tolli possunl. 
unde provenit 








1 1 
26 ) IT Are 
Be mt Far ME ı 
ats 
simili modo d per nonresidua » exprimitur 
2 | 
nt IN a 
7. de li) er 
64 p? 4 1 1 
ra nt 
Horum productorum infinitorum alterum est majus unilate, alterum minus unilale: 
rt ( l rt - ı* 
de au cat 
qua de causa est > 5,1 2 Zi >aosg; et 9 <a 1 nz 
’ . sı* + 
limites igitur, intra quos Ö continetur, sunt 120 el 67° et Jimites summae qua- 


dratorum an} + mn; + m; sunt 


p) si 2 2 | nn? < ". 
3. mitm > > tm m <er- 


Hinc facile deducuntur limites, quos maximus numerorum m,. ın,, ın,. 
quem ?n, esse accipimus, excedere nequit. Est enim m, -- m, + an, —= 0, itaque 





en, + m: --m; = 2 (mi 4 m,m,-{-n3); porro m, habet signum contrarium signo 
numeri »2,, qua re an,m, est negalivum; nec non est mm, --ın) = — m,ın, 
quantitas negativa, unde sequitur ut sit 4m; -+- m; < 2 mi; valorem autem 
minimum formula m; + m,mm; mn; obtinet pro m, —= — 4m,, unde habemus 
m -+m:--m; > 3mj. Quibus cum formulis (28.) comparalis, esl 


” 5) 3 
m > 4 et dm < E_ ; 


V 
+m > SvI0 ee +m< BR. 


$. 6. 
Series A, B, C hoc proprium habent, ut aequalionis cubicae radices 
sint, eujus co6@flicientes, si radices A, B et € per an multiplicatae aceipiuntur., 
omnes sunt numeri integri. Formam autem simplieissimam haec aequatio habet, 


si quanlitates 











P4_P_, Pp_PÄA_, »o_p—t 
er; 


n® Te ah a 55 


pro radieibus aceipiuntur, quarum summa est nihilo aequalis. Aequationen 
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quaesitam ex formula (20.) deducemus, lemmatis hujus facile demonstrandi 
auxilio: 
Si a, b, ec quanlilates quascunque designant, quarum summa est nihilo 
_ et A est radix imaginaria aequationis A’—1, est 
-h’b--he’ = 4:-27abc-+,-3y—3(a—b)(b—c)(c—a), 
14° b--h e\(a+-hb--he) = —Ilab+bc-+ca). 
But (20.), si loco quantitatum A, B et U novae 5, & et 5, intro- 
ducuntur, hanc formam accipit: 
3p(m +Mm-—- hm) = (3, -- WM, Hz) +AH+A'S;), 
el ulraque parle per (3, +42.-+4°x,) multiplicata, fit 
29. Ara) + Mm; +hm) = IHRE A+N SS). 
Wutato 4 in A’, unde A’ mutatur in A"—= Ah, haec aequatio cum priori multi- 
plicata dat 


30. plmm-- nm; +mm) = SH tt. 


Porro per lemma supra propositum est 


(m, A’ m, + hm,’ —= 4:27 m m, m, + 4-3 y—3 (m, —m;) (m, —m;) (m; —ın,), 
(Sri: + Wer II HH) 5), — 5), 
(2, + Az, +02,) = 4-27 p(t—3uy—3), 


unde aequationis (29.) utraque parte ad terliam potestatem elevata, efficitur 
Ip(lt — oh EM )(4-27 an m, m; + 4:3 y—3 (m, — m,) (m, — m;) (m; — ım,)) 
= 4.27% ET ee 4319-35) 2 — 5) — $ı); 
quae aequatio, nn realibus et imaginariis separalis, in has duas dilabitur: 
5 tp lim, ın, m; + u(m,—ın) (m;—m;) (m, —ın,)), 
(5:2) (25) (351) = 2p (27 um, m, m; — tm, —m,) (m,;— ın,) (m, —ın,)). 


Quantitatibus +5; 545%, 99% inventis, stalim formatur 


I 
— 
Sr 
In 
Un 


aequatio cubica 
31. 2’ pm m, --m;m,+m,ım,)e — 4p(im,m;m;+ ulm, —m,)(m, —m;)(m,—ın,)) 


== 0, 


a Zn N - „Pa no Enz! _p E p—1 
cujus radices sunt 2 A gg = PB 54 ‚= 0 IT 


Per formulam generalem (17.) en infinitarum A, B et C summae 
nolalu dignae iuveniuntur, statuendo 
yiv) = cos8v--2cosi6v—-3cos24v-+....+4(p—1)-cos4(p—1)v. 
cujus seriei summa est 


RE u oh. ‚sin4pv 
N A Are able = 











OVRRTR TER 
(— a) : 


| Den 
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2un 
quae. posilo 9 — —— , dal 


p 
( =) — DT see? Hrn 
f er g > n 


quibus in formula (17.) substitutis, habemus 


ur u tun 
al) ne ln 
TI 
ei ER BT 5 ar Bu 3 Pl N 
3] +2, - i h 3,) (—) 7 (—) .2 ‚es 3 .... Sr L ( p l ) . 
un P/'\p p  $ fer 


. . . . % 
sejunelis casibus, quibus (=) 2: (2 )= het & )= ‚ haee formula hoc 
P P 
modo repraesenlari potest: 
„aan ı pw... du | 2 dan‘ 
— (zZ see — + K’FIsec +h2 sec" —) 
P P 


— (23,4 ) ha) Za+-hEP-+-N Ey). 








Substitulo valore formulae Fa--AFP-+-AEy,, quem aequatio (19.) praebet. 
in qua % mulandum est cum A‘, haec formula transit in hanc: 























‚4an „Aynı 4p? 
ge Zr I PEsed UL nEse® tl — SPAR BHRO), 
pP pP rl 
quae, conjuneta cum ie facile demonstranda 
© „485 „Aysı 4 
sec 1 zEsed — 1 Zse IF — u -B-C) 
PN’ FR; p „ 
in has aequaliones simplices dilabitur: 
e, gu? „dan a3 5 \„Aße mn ‚I4ys 
32. A= — se —, B=—— sec‘ P U — Fsec? ——. 
4p? wi’ ip pP 4p? p 
$.7 


Summae numerorum «, , y, qui minores sunt quam 4p, scilicet Ir, 
>, &y, si numerus p magnus est, non sine multo labore computantur; sin- 
gulae enim 4(p—1) terminis constant. Hic autem per applicationem singularem 
methodi generalis in $. 3. expositae, formulas simplices inveniemus, quibus hae 
summae ad similes summas reducuntur, qui eos lantum numeros @, $ el y con- 
linent, qui suni minores quam 4p, qua re hie labor dimidio minuitur. Ad 
hune finem adhibemus seriem infinilam 


Ya\ 1 6082v , cosdv , cosdvV |, cosbvV | 
p\V) — cC0S Br 32 " 32 no 52 - Tu Teorerg 








in qua omnes termini desunt, quorum denominatores sunt multipla numeri 4. 
Crelle’s Journal 1. d. M. Bd XXXII. Heft 4. 47 
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Cujus seriei summa est: 


— I3nv | Sn? 














yw) = — Zt 35, Si v est intra limites 0 et 4, 
p(v) = —. > 2, ‚„ si v est intra limites An et na; 
est igitur 
#(—*) — rg:4 =, si x est intra limites O0 et 4p, 
.g (=) =— _- + si z est intra limites 4p et 4p, 


quibus in formula generali (17.) substitutis, habemus 


33. 6° 2(&) ( tz +62) (ZH 27 
— (2, 1M 2,1 ha) O+)s+ tet) 


qua formula signum summae alterum ad omnes numeros integros x exten- 
dendum est, qui intra limites O et 4p, alterum autem ad eos qui intra limites 
tp et 4p jacent. Altera pars hujus aequationis facile in hanc formam redigitur : 


eat) 


quae per formulam (18.) transformatur in hanc: 


In? | 2 1 Da z 7 j 
: 1+C)ZEe+REB+ Ey) 


Eliam in altera parte formulae (33.) sejungendi sunt valores literae x, pro 











quibus 6 )= —y 4 ("\—% et )=#. Quem in finem per characterem 3, « 


( ) 
PER. u numerorum «, qui sunt minores quam 4p, et per 
>,« summam eorum, qui intra limites 4p et 4p reperiuntur, unde etiam signo- 
rum I,9, IP, Sy et I;y vis perspicua est. Praeterea sit A numerus 
terminornm summae I,«, 4, numerus terminorum summae 3,0, et eodem modo 
sint « et «,, v el v, numeri lerminorum quos summae 3, et SP, Iıy et 


&,y habent. Quibus positis formula (33.) hanc formam aceipit: 


( Zat+4P)HR(- 323,84 SER _ 42,84 HR) 





wo 





16 | 
‚, 9vp >. Wu. ı (?\1 Eu 
+4(—33,7+7? 42,74?) = 4 ÖS)I)(Ec + EB + 27). 
h z1l/ I 46 a Y 16 | p 4 ( r P+ Y) 
Haec formula multo simplicior redditur per aequationes 
>> Ü- ] - 3,0 — u, SP+3P= EP, S,Yy-+ —:)Y yes =zy; 
H-h=i(p—l), urm=tlp—D, vr =tlp—1), 
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quorum auxilio fit: 
(48,a— ph) AA, P—pu)+h(AF,y—pr) = (2 (ze WZEB-+hEY). 
"\7 | 


Haec aequatio, unitalis radiceem cubicam imaginariam A involvens, duas 
aequaliones reales conlinet, quae cum aequalione I«- er ZSy—=4tp—D 
conjunctae ad determinandas singulas quantitates Ya, &P et &y suffieiunt. In hac 


re tres casus dislinguendi sunt: primus quo z )= 1, secundus quo e -): I 





et terlius quo e )= — 4, pro quibus singulis sale indicati sine ulla äiffenliste 
perliciuntur, uote ieitur perscribendis supersedebimus. Summae autem hae sun! 
I. Si = 1, sive si 2 est residuum cubicum: 
38a = 48,0 —pl--Ip(p—1), 
329 = 438,P—pu-+tp(p—)), 
335,7 = 423,7 —pr-+4p(p—). 
II. Si )=h, sive si 2 in serie numerorm / reperitur: 
38a — Ira —AN,ß—pı-+-putt(p—1). 
329 — 43, P—48y—pu Tartt (p—1), 
| 327 — 48,y—48,a—pv -pi-1(p—1 


II. Si G)=%; sive si 2 in serie numerorum y reperitur: 








32a — 49a —48y—pi-+pr +1 —1). 
3EßB —= 42, ßP—48,e — putpi-t1(p—1). 
32y — 43 y—43,ß—pvtpu-il(p—1). 


Eaedem formulae etliam per methodos directas, in doctrina numerorum 
usitatas, demonstrari possunt, sed hie -arum deductionem methodo analytica 
tradere placuit, qua primum a nobis invenlae sunt. Hae autem disquisiliones. 
quas de residuis cubicis instituimus, tanquam specimina sufficiant. 
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32. 


Developpement d’une formule qui donne en meme temps 
les nombres de Bernoulli et les eoöfficıients de la serie 
quı exprime la sccante. 


(Par Mr. O. Schlömilch, prof. a TuniversitC de Jena. ) 





En le 4”" tome de ce journal, Mr. Scherk a demontre une formule qui 
donne immediatement les coöfficients B,, D,, D, etc. de la serie 


B, 2 _B 


4 + 
udn 


or gar trag g® 
et ceux D,, B,. B. etc. de la serie 


sec = B 


i 
—. 


er 


24 E 7 
lang od - 1 2 +7 = 








and A 
Ba 7 


l,es derniers sont les nombres de Bernoulli. L’auteur a developpe la derivee 


"tang( an + 47) 








be) - 


c ee 


par laquelle on obtlient pour 2==0 une formule qui donne D,, quel que soit 
"’indice. Il tire cette derivee d’un theoreme de Laplace relatif a la derivee 


e 


r 


0" | 


Ohr Veh rm , 





en y supposant y imaginaire. 


On peut donner une autre forme ä ce calcul, en fesant usage de la 


formule generale 





& Fri — -Kıe' f (e* hr —K, ef" (e*) 


ox” 


-K nxf(n) \ 
+ a — ne" f (er), 
dont les coöfficients A,, A, etc. sont determinds par Ve 


2. K, — "— (PN pm +p- 2)" RR —(p—3)"p+.::... 


P1. P>. ele. elant les coöflicients du binöme. 
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Nous partirons ici de la formule connue 

3. tang(In+4x) = secer+Htangr 
ia B, PL B, v”"m B, 6 
BT > 


2: —. 2° (24 _1) 2 —Nn 
i; el Ss _| 
—- B,x + 1. 2. 3. 4 B,x° = 14.9 ey -B,ıa | ...... 








En observant que l’on a aussi 








1+tangs3x _ cosir-+sinkr 
x 


tane IAn-+Ix a 
s(4 4 zZ )= 1 —tang} cost} 2 —sint} x’ 


on obtient, en remplacant x par @y—1, 
Ir Leo-ir L (er ei) y—_1 
1 2 RR Me + (e e )V 
tang (In 1x2} 1) we eix + e7 3x — (ei? et) y—1 


na pe Hy —— A+Y)e +1 —Y—i 
ee —)yA 0 ° d—yY)er+1+y—1?’ 














et par consequent en vertu de N’. (3): 
A+Yy-Ner+1—Y—1 DB, B, 4 
Km zu un 3 De Ta ah 5 iss 


Li et): 
U20 Sum.) zus 7: vun shauer 5 76 3 








ee DIg,rı RER 1 





D’un autre cöte on a suivant le theoreme de Mac-Laurin: 


re ( 


. Der er... 


tant que cette serie est convergente, et si l’on suppose 


A+YNert1Y 
” Bey eHrr 


on obtient, en comparant les @quations (4 et 5): 











() (0) kai B. 2 h 
an = (—1}} 13. an est pair, 
fr) __ ln) u) het Be 
1. 2...N as (—1): 1. 2. =; -(n+1) By—-l; Sı n est ımpair; 
ou bien 


7. f?(0)=(—1)"B, pour des valeurs paires de n, et 





Anti (Ant 4) B,y—1 pour des valeurs impaires de n. 
48 


(r) vet (nn 4 RS), 
8. f (0) ( 1) n-+1 
Crelle’s Journal f. d. M, Bd. XXXI. Heft 4. 











362 52. Schlümilch, formule pour les nombres de Bernoulli. 


Or ä laide de la formule (1) il est facile de trouver la derivee ä 
gauche. En effet, en supposant plus generalement: 


at 





on aura 





DI \ PER ß d 
(pP) &) —— (—1)P1-.2-.... p- Bidsta) er et 





1 2 (—1)P B?—.«? ß y 
Mer) — . ” 
1-2. nr (e ) ß Be‘+a Fr 


Substiluant ces valeurs dans l’equation (1), on obtient 











O0" fact; 
ar (Bert 
RR nn IK (GE)- K, rer, K. ee -...}, 


et en posant mainlenant 20, on trouve que 


donne 
10. "0, . SZeIB ( ne K ( 4 RK, 5) men. 


La valeur de f(x) dans (6) n’est qu’un cas particulier de (9); savoir 
celui que donnent les valeurs « =1-+y—1 et ? =1—y-—1 de et P. 





Done on aura, reduction faite: 


n n 


fo) = Yy—-i{ ER ORT SR BER NEN ei 141—y—1}—....}. 


Pour decomposer cette serie en parlies reelles et imaginaires, il suffit 
d’observer que 1—- y—1=(cosIn — y—1sin}z)y2 et d’appliquer a chaque 
terme le theoreme de Moivre. Cela donne 


1 op n 
f”(0) = 2 75, R:sin} + ar — K,sin dr — a; Rasin tat... 
' Ed Be 
+y—1 IK — 75 BR: cosin + ya: B; cos in — a Brosiat....} 
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La comparaison de cette @quation avec les formules (7 et 8) conduil 
aux equalions suivantes: 


n 





1 
11. Rs sin 17 — 7797; Ba sin? IL - on _ Kusinin—.. 
— A. pour 2 pair; 
4 
12. KR, — 73 IR, cos}n a7 DIE — R,cos}n—....—=(, 
. 1 
13. K ı—gR: ‚cost + TEE K,cos? 21 —.. 
a DT) as 
— (1). 3 B,. pour un 2 impair. 
| B " n 
14. 75 B: sin gr — 55 B; ‚sing Wa) _K,sinin—.. .. u, 


Il est facile aussi de reunir les deux equations (11 et 13) dans une 
seule. En eflet les quantites 
Yn+1 (2r+i 


n+1 


peuvent &tre exprimees toutes les deux en m&me temps par 





(1e2DB, er (je. —Dp, 


Ur ++ (ir t+l)+a — 1) 
An+u+1 
en prenant les quantilös A et w telles, que pour des valeurs paires de n: 


ih d nel, 





(—1)}e-1-m 


B,. 


et pour des valeurs impaires de n: 
1 dd nl. 
On salisfera a ces conditions en posant 
15. 2=1(1—(—-1)) et vu=441—(—1)"). 


Alors les @quations (11 et 13) peuvent lre exprimees par 





+) +4 (QAm+D +4 4) B. 


(—1)ie-1-m ai 
An+tu-+i 


— IK, — Be, cos4n + — K,cos$n — cos!n-+.. RE 


a CE 


+u m; sind an — -. K;sinin + —ı_Ksin!a — u... 
v2 (v2) (Y?) 








364 52. Schlömilch, formule pour les nombres de Bernoulli. 


ou bien par 
Ylln+1)+u (Ar +D)+u —1) 


B 





16. (tem 





An+u-+l ” 
„a (NK. 4.c0S} ne (r—N)n). 
ri 2 


Voila la formule dont nous nous sommes propose le developpement. 


Jena, mai 1846. 
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